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Einleitung

Ein zentrales Problem der Topologie ist es, topologische Raume bis auf Homéomor-
phismus oder Homotopieiquivalenz zu klassifizieren. In der algebraischen Topologie
nutzen wir hierfir algebraische Invarianten: Funktoren aus der Kategorie Top der
topologischen Raume oder ihrer Homotopiekategorie HoTop in algebraische Kate-
gorien, welche Isomorphieklassen unterscheiden kénnen. Klassische Beispiele sind
die Betti-Zahlen und die Reidemeister-Torsion, welche wir durch Dimensionen und
Determinanten aus Kettenkomplexen fiir kompakte CW-Komplexe gewinnen. So
lassen sich etwa die Linsenrdume mittels der Reidemeister-Torsion vollstandig bis
auf Homoomorphie klassifizieren [1, Theorem 1.3 und Kapitel 4], und das Alexan-
derpolynom A (t) eines gefaserten Knotens K C 92 liefert die klassische Gleichheit

deg Ay = 2g(K) 1
an das Knotengeschlecht g(K), also das minimale Geschlecht einer eingebetteten
Seifert-Flache[2].

Mochten wir jedoch mit nicht kompakten Raumen arbeiten, wie etwa den univer-
sellen Uberlagerungen von CW-Komplexen mit unendlicher Fundamentalgruppe, so
reichen klassische Invarianten oft nicht aus. Hierzu fithren wir die ¢2-Invarianten
ein, indem wir von den Werkzeugen der Funktionalanalysis Gebrauch machen. Ist
X die universelle Uberlagerung eines CW-Komplexes X mit Fundamentalgruppe
G = 7,(X), so wirkt G frei und zellulir auf X, und die Kettenmoduln C, ()N( ;7Z)
werden zu Modulen iiber dem Gruppenring Z[G]. Der Ring Z[G] ist im Allgemeinen
weder links- noch rechtsnoethersch, weshalb die Kategorie Z[G]Mod a priori keinen
geeigneten Begriff von Rang, Dimension oder Determinante trégt. Durch das Ein-
fiithren der Gruppen-Von-Neumann-Algebra R(G) erhalten wir jedoch passende £2
-Analoga dieser Begriffe: die Von-Neumann-Spur trgg), die Von-Neumann-Dimen-
sion dimg ) und die Fuglede-Kadison-Determinante det%&;), welche auf der £2
-Vervollstindigung ¢2(G) ®z(c]moa Cs (X) definiert sind.

Ein Beispiel von besonderem Interesse sind die 3-Mannigfaltigkeiten. William
Thurston gilt als einer der Begriinder der modernen 3-Mannigfaltigkeitstheorie
und erhielt 1982 die Fields-Medaille fiir seine Arbeiten zur Geometrisierung von
3-Mannigfaltigkeiten; Jahrzehnte spater bewies Grigori Perelman Thurstons Geo-
metrisierungsvermutung mit Hilfe des Ricci-Flusses und damit zugleich die Poin-
caré-Vermutung, womit das bisher einzige Millenniumproblem gelost wurde. Ein
zentrales Werkzeug, welches Thurston einfiihrte, ist die nach ihm benannte Thurs-
ton-Norm: eine Halbnorm auf den Elementen ¢, der ersten Kohomologiegruppe
HY(N;Z) einer orientierbaren 3-Mannigfaltigkeit N, welche die ,Komplexitit®
von Flachen misst, die durch Poincaré-Dualitét mit den Elementen von H,(N;Z)
korrespondieren. Fiir das Komplement X eines nicht trivialen Knotens K C S3
berechnet die Thurston-Norm genau das Knotengeschlecht [3, S. 28], [4, S. 71] :

3?XK<<PK> = 2g(K) — 1. 2
Die Reidemeister-Torsion wurde 1935 von Reidemeister [5] als kombinatorische
topologische Invariante eingefithrt, um Linsenrdume zu klassifizieren. Als £2-Verall-



gemeinerung davon entwickelte Liick die £2-Torsion [6] fiir kompakte CW-Komplexe
mit verschwindenden £2-Betti-Zahlen. Dubois, Friedl und Liick[4] verallgemeinerten
diese 2014 fiir zulissige Tripel (N, @,7)$ zur £2-Alezander-Torsion

T@(N,p,7) : Ry — [0,00) 3
und untersuchten sie in einem Preprint ausfiihrlich[3]. Die genaue Defi-
nition zuldssiger Tripel und der Torsion werden wir in Abschnitt 4
entwickeln. Insbesondere erhalten wir die #¢2-Torsion als Spezialfall:
T@(N, ¢,id)(1) = exp(—pP(N)) nach [7, S. 22]. Der asymptotische Grad der
£2-Alexander-Torsion verallgemeinert den Grad des Alexanderpolynoms: fiir die
abelsche £2-Alexander-Torsion 73 (X, 0, @) eines Knotenkomplements X
gilt deg®(T? (X, vk, k) = deg A = 2g(K) — 1= zx, () nach [4, Theorem
4.1(ii) und S. 71], wobei @y : 7 (Xg) — Z den Morphismus bezeichnet, welcher
einen (positiv orientierten) Meridian von K, also einen Erzeuger von H,(Xy;Z),
auf 1 schickt [4, S. 72]. Die Frage, ob 7 (N, ¢p,id) = x5 (p) auch fiir allgemeine
irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten gilt, blieb zunéchst offen und wurde unabhingig
von Friedl und Liick [7] sowie Liu [8] bewiesen.

Theorem 0.1 ( Y. Liu [8, Thm. 1.2] ). Sei N eine irreduzible, orientierbare, kompakte
3-Mannigfaltigkeit mit leerem oder inkompressiblem toroidalem Rand. Fiir jede
Kohomologieklasse ¢ € H'(N;R) gilt dann fiir jeden Reprisentanten der vollstin-
digen £2-Alexander-Torsion T3 (N, @) die Gleichheit

deg® (T (N, 9)) = z (). 4
Ziel dieser Arbeit ist ein vollstidndiger Beweis dieses Theorems, indem wir alle

notwendigen Definitionen und Resultate entwickeln. Wir folgen hierbei der Struktur
von Liu[8] und Frield-Liick[7].



1 Algebraische und analytische Grundlagen

Wir beginnen mit der Einfithrung einiger algebraischer und analytischer Konzepte,
die wir im Verlauf der Arbeit bendtigen werden. Soweit es nicht explizit anders
angegeben ist, ist jede Mannigfaltigkeit glatt, kompakt, zusammenhiéngend und
orientierbar, und Homologie und Kohomologie sind mit Z-Koeffizienten.

Definition 1.1 (S. Mac Lane [9, S. 56], A. Baker [10, S. 2] ). Wir bezeichnen mit

rMod | die Kategorie der R-Linksmoduln
BMod | die Kategorie der R-Rechtsmoduln

gMod die Kategorie der R-S-Bimoduln fiir einen weiteren Ring S
RMod | die Kategorie der R-Moduln (also RMod := fMod)

und durch ein hochgestelltes ()% jeweils die volle Unterkategorie der freien (Links-/
Rechts-/Bi-)Moduln endlichen Rangs, beziehungsweise mit ()% die Unterkategorie
der endlich erzeugten Moduln, oder mit ()" und (e)%P" die vollen Unterkategorien
der projektiven Moduln beziehungsweise der endlich erzeugten projektiven Moduln.
Ist R = K ein Korper, so schreiben wir K-Vect fiir die Kategorie der Vektorraume
itber K.

Definition 1.2 (C. A. Weibel [11]). Wir bezeichnen mit Ch(e) die Kategorie der o-Ketten-
komplexe, wobei e eine der Kategorien aus Definition 1.1 ist. Mit Chy (e) bezeichnen
wir analog die volle Unterkategorie der beschrankten Kettenkomplexe.

Definition 1.3 (S. Mac Lane[9, S. 25], S. Mac Lane [9, 5. 41] ). Wir schreiben K-Vect® fiir die
Kategorie der Darstellungen einer Gruppe G in Vektorrdumen iiber einem Korper
K. Analog schreiben wir K-Vect® fiir die volle Unterkategorie der Darstellungen
auf Vektorraumen endlicher Dimension. Wir haben:

Ob(K-Vect®) = {(V,p) | V € Ob(K-Vect),p : G — Aut(V)}

_ . f aquivariant, d.h. 5
Hom((V, p),(W,0)) = {f V= W‘fop(g) (o f Ve G}}

1.1 Der Grad von Funktionen

Wie wir bereits in Theorem 0.1 gesehen haben, wird der Grad von Funktionen eine
entscheidende Rolle fiir uns spielen. Wie in Gleichung 3 mochten wir diesen zu
Funktionen der Form R_, — R zuordnen kénnen. Unser Ziel ist es, den Grad von
Polynomen auf kompatible Weise zu verallgemeinern.
Sei f: R,y — R4 eine Funktion.

Definition 1.4 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, S. 22], Y. Liu [8, S. 999] ).
Die Funktion f:R_ g — R,y heifit stickweise monomial, falls es eine Partiti-
on 0=ty <ty <ty <-- <t <tp, =00, Exponenten d,...,d; € Z und Skalare
Co, -, C, € R\ {0} gibt mit

ft)=Citd  fiirallet € [t;,t,4) NR.,. 6
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Abbildung 1: Links: Eine stiickweise monomiale Funktion. Rechts: e*/? ist
nicht stiickweise monomial.

Jede stiickweise monomiale Funktion erfiillt insbesondere die folgende Eigenschaft:

Definition 1.5 (Y. Liu [8, S. 983]). Wir definieren den asymptotischen Grad von f als
deg®(-) : Homg,, (R>Ov RZO) - R,

7
deg?(f) = d o — doy
unter der Annahme, dass f an beiden Enden asymptotisch monomial ist, also:
L [
ElCJroo € RJr,dJroo € R: tl}-li—noom =1
8

. ft)
3004- S R—i—a d0+ eER: tli%i W =1.
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Abbildung 2: Zwei Beispiele fiir den asymptotischen Grad. Links:

f(t) =t*/(1 +t®) verhalt sich fiir t — 0 wie ¢ (gestrichelt) und fiir t — +o0

wie t71 (gestrichelt). Somit dy, =2, d ., = —1 und deg®(f) = —-1—2=—3.

Rechts: g(t) = t~! +t2 verhalt sich fiir t — 0 wie ¢t~ und fiir t — 400 wie #2.
Somit dy, = —1, d, . =2 und deg®(g) =2 —(—1) = 3.

Beispiel. Fiir ein Laurent-Polynom f(t) = a,t" + -+ + a,t°* mit a,,a, # 0

gilt dy, =r und d,=s, also deg*(f)=s—r. Zum Beispiel

deg®(t 2 +t+1t%)=3—(-2)=5.

Definition 1.6 (Y. Liu [8, 5. 983]). Sei f : R_; — R, eine Funktion. Angenommen, dass
das folgende Supremum und Infimum in R existieren:




und

deg’ (f) = inf{D+oo €R: lim f(t) t P = 0}, 10

t—+o00

Fiir eine solche Funktion f definieren wir den wachstumsbeschrinkten Grad (growth
bound degree) als

deg?(f) = degl, (f) — degl, (f) € R. 11

Definition 1.7 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, S. 22]). Wir bezeichnen zwei Funktionen
fr9: Ry — Ry, als dquivalent und schreiben f = g, falls ein m € R existiert mit

f(t) =t"g(t) firalleteR,,. 12
Wir schreiben f:R_, — Ry, wenn f € Homg,, (R.o,R-g)/ =.

1.2 Multiplikativ Konvexe Funktionen

Definition 1.8 (Y. Liu [8, 8. 16]). Eine Funktion f : R g — R, heifit multiplikativ
konvez, falls fur alle ¢y,t; € R.y und X € (0,1) gilt:

FRH) < £(to) F(t)" 13
ft)
3
2
1 i
0 1 2 3 t 0 1 2 3 t
f(t) = max(t, t71) f(t) = min(¢,t71)
(multiplikativ konvex) (nicht multiplikativ konvez)
Abbildung 3: Links: f(t) = max(¢,¢7!) ist multiplikativ konvex, denn
die Exponenten —1,1 sind nicht-fallend (log-log-Plot konvex). Rechts:
f(t) = min(¢,t7) ist nicht multiplikativ konvex, denn die Exponenten 1,—1
sind fallend (log-log-Plot konkav).

Es gilt:

Lemma 1.9 (Y. Liu [8, S. 17]).

1. f, g multiplikativ konvex impliziert f - g multiplikativ konvex

2. f multiplikativ konvex impliziert f™ multiplikativ konvex fiir alle m € R.

3. f multiplikativ konvex impliziert f(t) = 0 fiir alle t oder f > 0 auf ganz R,
4. Insbesondere ist jede multiplikativ konvere Funktion stetig.

Beweis: Sei f : R, — R, multiplikativ konvex. (1) - (3) sind klar. Falls f > 0 auf
ganz R, definiere g : R — R durch g :=log o f o exp. Dann gilt fiir alle sy,s; € R
und X € (0,1):



9(Asg + (1= A)s;) = log f(eXso+(1-2)s1)
— log £((e0)* (1))
< log(f(e*)* f(e1)' ™) 14
— Alog f(e%) + (1 — ) log f(e*)
= Ag(so) + (1 = A)g(sy).

Also ist g konvex auf R. Konvexe Funktionen auf offenen Intervallen von R sind
stetig. Da f = exp o g o log eine Komposition stetiger Funktionen ist, ist f stetig.O

Lemma 1.10 (Y. Liu [8, Lemma 4.3]). Sei f : R g — Ry multiplikativ mittelpunktskonvex

(d. h. f(\/Tot1) < V/f(ty) - f(t)) fir allety,t; € Ry,) und halbstetig von oben. Dann

ist f multiplikativ konvex.

Beweis: Setze g:=logo foexp: R — RU{—oo0}. Aus der multiplikativen Mittel-

punktskonvexitit von f folgt die (additive) Mittelpunktskonvexitit von g, und aus

der Halbstetigkeit von oben von f die von g.

o Stetigkeit: Sei x5 €R und (x,) eine Folge mit =z, —z, und
g9(z,) — liminf,_,, g(z). Setze y,, := 2z — z,,, sodass (z,, +Y,)/2 = z,. Mittel-
punktskonvexitit liefert

o) < 9(z,) —;g(yn)‘ 15

Im Grenzwert n — oo ergibt sich

lim inf g(z) + limsup,_,, g() < liminf,_,, g(z) + g(zo)

T—Tq

< 16
9(370) > B S 9

nach Halbstetigkeit von oben, also liminf, ,, g(z) > g(z,). Zusammen mit der
Halbstetigkeit von oben folgt Stetigkeit von g, also von f.

o Konwvezitit: Falls f > 0 iiberall, so ist g stetig und mittelpunktskonvex auf R,
also konvex.

o Nullfall: Falls f(t,) = 0 fiir ein ¢, so liefert Iteration der Mittelpunktsungleichung
f =0 auf einer dichten Teilmenge von R_,. Da f > 0 und halbstetig von oben,
folgt f = 0.

O

Definition 1.11 (Y. Liu [8, Def. 4.4]. Sei (a,b) CR_, ein Intervall positiver

reeller Zahlen. Eine nirgends verschwindende multiplikativ konvexe Funktion

f:(a,b) = (0,+00) hat beschrinkten Exponenten, falls eine positive Konstante R

existiert, sodass fiir alle Paare verschiedener Punkte ¢4,¢; € (a,b) gilt:

log f(t,) —log f(to)

<R. 17
logt, —logt,

2 Torsionsinvarianten

Das zentrale Objekt dieser Arbeit ist die £2-Alezander-Torsion 72 (M, p,~), die in
Abschnitt 4 eingefithrt wird. Wir mochten diese schrittweise aus ihren konzeptionel-



len Vorlaufern herleiten: von der Torsionsinvariante, zur klassischen Reidemeister-
Torsion, iiber die £2-Torsion bis hin zur £2-Alexander- Torsion.

Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass im Studium der Homologiemoduln
eines CW-Komplexes X die Betti-Zahlen rank, H,(X;Z) anschaulich als
Anzahl der n-dimensionalen Locher in X interpretierbar sind, aber nach der
Zerlegung H,(X;7Z) = H,,(X;Z)gee D H,,(X;Z)
H, (X;Z)ys sind. Um auch diese Information zu erfassen, fithren wir Torsionsin-
varianten ein, welche Informationen tiber H,, (X;Z)

free

invariant unter dem Torsionsteil

free tors

tors
tors KOdieren.

Definition 2.1 (V. Turaev [12]). Sei V ein K-Vektorraum mit dim(V"). Seien b und ¢
zwei Basen von V, so existiert die Basiswechselmatrix A = (aij) gegeben durch

=1
und wir schreiben [b/c] = det A € K*.

Proposition 2.2. F'iir zwei Basen a,b eines endlichen dimensionalen K-Vektorraums
18t

b~ce [b/c]=1 19
eine Aquivalenzrelation und wir bezeichnen mit [b] die Aquivalenzklasse der Basis b.

Beweis:
1. [a/a] =1 fiir jede Basis a ist klar.
2. [a/c] = [a/b] - [b/c] fiur Basen a,b,c gilt, weil die Determinante ein Homomor-
phismus von GL,, (K) nach K* ist.
O

Fiir eine kurze exakte Folge von endlich-dimensionalen K-Vektorraumen

L p
0 > A © > B » > 0
gilt nach dem Splitting-Lemma, dass B>~ A @ C und ein Schnitt B ZCm P
existiert. Fiir eine Basis a = (aq, ..., a,) von A und eine Basis ¢ = (¢, ..., ¢,,,) von C

eey Uy

ist somit
CL@U(C) = (al,...,an,a(cl),...,U(cm)) 20

eine Basis von B.
Proposition 2.3 (V. Turaev [12]). [a ® o(c)| hingt nicht von der Wahl des Schnitts o
und nur von [a] und [¢] ab. Wir schreiben [a & c] := [a & o(c)]
Beweis: Sei o’ ein weiterer Schnitt von p. Da po(oc—o0’') =0, gilt
im(oc — o¢’) C im¢ und somit existiert ein Homomorphismus f : C — A mit
o' =tof+o.

Fiir die Basen a und c ist somit die Basiswechselmatrix von a @ o(c) zu a @ o’ (c)

I, F
(5 5) :
wobei F' die Matrixdarstellung von f beziiglich der Basen a und c ist. Somit gilt
det A =1 und somit

gegeben durch

10



[a®o(c)/a®o’(c)] =1 22

Sei (C, 0) gegeben durch

Op41 9y, 9, 9 %
0 s C > . > . >Cl )CO > 0

n

ein beschrankter Kettenkomplex von endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen.
Wir bezeichnen eine Familie ¢ = (¢; € C;) i=0,...n YOI Basen als Basis von C. Ist C
azyklisch, also H;(C') = ker(;)/im(8;,,) = 0, so ist fiir jedes i € Z
0 —— imd,,; © > G » im0, > 0
eine kurze exakte Folge. Nach Proposition 2.3 liefert eine Basis b von im0 als

Kettenkomplex eine Aquivalenzklasse von Basen [b, @ b, ;] von C.

Definition 2.4 (V. Turaev [12]). Fiir jede Wahl von Basen b; von im 0; nennen wir
n

7.(C,b) = H b ® b,y /c] ) €K 23
i=0
die Torsionsinvariante von C beziiglich der Basen ¢ und b.

Proposition 2.5. 7(C, ¢, b) ist unabhingig von der Wahl der Basis b. Wir schreiben

daher

7(C,c) :=7(C,c,b) 24
fur eine beliebige Wahl von b.
Beweis: Fir den Induktionsanfang sind die Falle fiir § = —1 und ¢ = n klar. Fiir

den Induktionsschritt miissen wir zeigen, dass
[b; ® 171'—1/01'](71)1+1 b1 ® bi/ci+1]( 25

unabhiingig von der Wahl von b ist. Sei b’ eine weitere Basis von im @ und ohne

,1)i+2

Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass sich b und " nur in der i-ten
Komponente unterscheiden. Analog zum Beweis von Proposition 2.3 gilt

[bi1 ®b;/cip1] = [bis1 ®b; /b ®b;] - [bi D b;/ ;4]
= [b7/b;] - [bis1 ® b;/ci41]
[0, ®b;,_/c;] = [b; ®b;_1/b; ®b;_1] - [b; ®b;_1/c;]
= [b;/b;] - [b; ® b;_1/c;]
und durch das alternierende Vorzeichen der Exponenten heben sich die Faktoren
[b;/b;] auf. O
Entscheidend hangt aber 7(C, ¢) von der Basiswahl ¢ ab:

26

Proposition 2.6. Seien ¢ und ¢’ zwei Basen von C, so gilt
n

7(C,e) = 7(C,¢) [T ler/e) TV 27

=0

Beweis:

11



n _qyitl
)= H [bi®bi+1/cz{]( Y

z+1

Il
=i

([b: @ bia /i) - lei fei) - leafei]) ™

1)i+1

([b: @ bia /ei] - lea/ef]) 28
_ [b @bl+1/c 7,+1 H /c ( lz+1
=0 =0
ﬁ /C ( 1 i+1
1=0
O

Insbesondere erhalten wir:

Korollar 2.7.

1. Wenn ¢; = (c},c},c},...) und c¢j = (¢}, c},c},...) fir ein i und c; = ¢ fir j # i,
dann gilt 7(C,c) =

2. Wenn c; = (¢}, c? cf’, ..) und ¢ = (ac
dann gilt 7(C, c) '

,Co ) fir ein i und c; —c fiir j # 1,

Proposition 2.8. Ist (D, 9P) ein (nicht notwendigerweise endlicher) azyklischer
Kettenkomplex, so existiert eine Kettenkontraktion § : D — D.

Beweis: Wir nutzen wieder, dass die kurze exakte Folge

op

(2
0 —— imdf; ° > D, » im 9P —— 0

fiir jedes i € Z spaltet und wir somit einen Schnitt o;_; : (im8° C D,_;) — D,
zu dem Retrakt 0P : D; — im 8P erhalten, sodass D; = imo,; ; ®im 5,

0i—1

7

Wir definieren

0; : Dy = Diyy
29
d;(a+b) = 0;(b)
wobei a € imo,_; und b € im872;.
Wir miissen nur noch zeigen, dass J eine Kettenkontraktion ist. Sei dazu
a’ € im8P mit a =0, ,(a’).
(0;-10° + 05316;) (b + a) = 6, 107 (a) + 012,0;(b)
=9, Y+b
i—1 ((1 ) + 30
=0;_4(a’) +0
=a+b
somit gilt 6;_;0F + 07,4, = id. Per Definition von &, ist §,,,6;, = 0 auch klar. O
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Wir kénnen somit eine Kettenkontraktion é : C' — C' durch passende Schnitte o aus
folgendem kommutativen Diagramm erhalten:

. —— im0, —> im 0. —> im 0, —>

i+2 i+1

VAR A

, 6i+1 C‘ , 7 C , i—1 C 51'72
° 7 i1 7 ; 7 i—1 : A
6i+2 s ai+1 ' 0; ¢ 82’—1

7

6i+2

0
Tit
0

i—1

Seien Gy, =€P,_, Co; und Cy,yy =D, , Coiyn1- Sei § eine Kettenkontraktion
auf (C,0), dessen Existenz durch Proposition 2.8 garantiert ist. Sowohl 0 als
auch 9, welche a priori nur Familien von K-Vektorraumhomomorphismen sind,
induzieren Endomorphismen 0,6 € EndK_Vectfg(EBiGZCi) die wir auch mit 0 und
§ bezeichnen. Da K-Vect®® eine selbst-angereicherte Kategorie ist, also Homy yoqt
-Mengen auch wiederum Objekte in K-Vectf® sind, existiert der Hodge-Dirac-
Operator 0+ 0 € Endg yecye (®z€Z ) Insbesondere induzieren 0 und § auch
Homomorphismen

(0 +d)lg,, : Co F Cout1

31
(8 + 5)’02*+1 : C12=o<+1 K_Vects 02*
durch Restriktion auf C,, beziechungsweise Cy, ;.
Lemma 2.9 (H. Kammeyer [13]). Die Abbildungen (0 +6)|c, und (0 +6)|c,  sind
Isomorphismen.
Beweis: Wir haben, dass der Laplace-Operator
AQ* : CZ* — CZ*
By, = (0+0)lc,,,, 2 (0+0)c,
=02+ 96 + 60 + 6? 32
=06 + 60 + 6*
= id +62

als auch analog Ay, :=(9+6)|c, °(0+)|g,,  unipotente Endomorphismen
sind. Somit sind diese auch Isomorphismen und folglich auch (9 +d)|¢,,  und

(0+9)lc,.- O
Klar ist, dass unsere Basiswahl ¢ von C Basen auf C,, und C,, ; induziert.
AuBerdem gilt dim G, — dim G, ; = x(C) = 0, da C azyklisch ist, wobei x(C) die
Euler-Charakteristik des Kettenkomplexes C ist. Somit konnen wir die Determinan-
ten dieser Homomorphismen betrachten, aus welchen wir die Reidemeister-Torsion
gewinnen.
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Lemma 2.10. Zu der Basis ¢ von C existiert ein eindeutiges Skalarprodukt
(-,); : C; x C; = K, sodass ¢; eine Orthonormalbasis fiir jedes i € {0, ...,n} ist,
wenn K =R oder K=C.
Definition 2.11. Die Adjungierte 0; : C; — C; ., zu 0,4 : C;; — C; ist definiert
durch

(0;2,y); = (2,0]Y)i11, Yo €Cy,y €C, 33
und wird das Kodifferential genannt.
Lemma 2.12. Das Kodifferential 0* aus Definition 2.11 liefert die Kettenkontraktion
aus Proposition 2.8.
Beweis: Wir haben die orthogonale Zerlegung

C; = (ker 9;) & (ker (9,L~)L

34

nach dem Projektionssatz, wobei im 9} ; = (ker (9i)L aus dem Darstellungssatz von
Fréchet-Riesz folgt[13, S. 8] und kerd; =im0;,; aus der Azyklitit. Somit ist
o = |
Schnitt zu 0; in der kurzen exakten Folge

. ~ . . . . -1 .
mo:_, 1 1md;_; — imd; ein Isomorphismus und insbesondere ist (0i) " ein

0 —— img;; © > G

benétigt in dem Beweis von Proposition 2.8, womit 0* eine Kettenkontraktion
ist. O

Proposition 2.13. Es gilt |7(C,c)| = ‘det((a + 3*)\02*“)

Beweis: Durch die Isomorphismen
1 -1 * 35
(8i+1> = 0f|

erhalten wir aus der Zerlegung C; = im 0, ; ® im 0;_; mittels im (8})_1 =imad; ;

.l ~ . %
ma,,, 1My — imJ;

die orthogonale Zerlegung C; = imd,;,; @ im (8})_1 und wir haben, dass das kom-
mutative Diagram

14



* * * *
8’i+1 62 6i—1 az 2

ya ya ya
: C, C, C
> Vi1 ? > Lt
ai+2 ¢ 8iJrl ¢ 81 ’ 61 1

zu folgendem kommutativen Diagram wird

0 . 0 . 0 . 0
- ————— im0,y ——— im0;;; ——— im9;, ——— -~

* * * *
ai+1 az 8’i—1 ai—?

Gy e () e (=

Oiya
Betrachten wir alle Pfeile mit Ursprung aus der orthogonalen Zerlegung von C;,
so erhalten wir v1er mogliche Matrlxdarstellungen von (0 + 8*)|C
1. Fiir im (al) ®imd, ; — im0; @ im (8”1) durch

VS 36
o @
i+1
2. Fir im9,,; & im (8})_1 — im9; @ im (854) ' durch
MP = ° o 37
' (041) 0

3. Fir im (8%) ®imd,, ; — im (8”1)_1 ® im 9; durch

M®) .- (az+1) 0 38
' 0 8
)

4. Fir im0, ®im (8i) —im (05,) ~ ®imd; durch

15



oL 0

Sei M nun eine beliebige dieser Matrizen. Als alternierende Multilinearform unter-
scheidet sich nur das Vorzeichen der Determinante unter diesen Moglichkeiten,
wodurch |det(M )| wohldefiniert ist.

Aufim (8}) ® im 9, haben wir durch ¢; eine Basis. Analog erhalten wir durch
¢;_; eine Basis 7, (¢;_;) von im 0; durch die kanonische Projektion m; : C;_; — im 9,
sowie durch 7,(¢; 1) eine kanonische Basis von im (814“)71 beziiglich der PrOJektlon

9 : Gy —im (8”1)71. Da 9 und (81“)71 Isomorphismen sind, kénnen wir
Proposmon 2.3 doppelt anwenden und haben somit

|det(M)] = [my(c;_1) ® ma(cip1)/ci] 40

Wir kénnen auch von Mi(j ) mit j € {1,2,3,4} den positiven Teil der Polarzerlegung

Mi(4) — ( 0 (az+1>7 ) 39

’ ij)’ _ ( M§j))* MY 41

betrachten, und erhalten

i+1

((8%+1)1| 0 ) wenn j € {2, 3}

0 |67

ot 0 .
( 0 (o )1|) wenn j € {1,4}

|| = 42

was wir beim Bestimmen von ‘det <® 2741 M( )) ’ nutzen mochten.

Wir kénnen diese Matrixdarstellung auf (0 +90)[¢,, | : Corpr — Oy
durch (90+9)lc,, , =B, 5y, ,(0+9%)|¢c, fortsetzen. Wir haben fiir alle
i,7 € 2Z + 1 mit ¢ # j, dass 1m((8 + 0*)|C ) im0, ® 1m(8f+1) disjunkt zu
1m((3 + 8*)\0 ) im0, ® 1m(5ﬁr1) ist.

Somit erhalten wir fur eine konsistente Wahl von MQ* t1 (entweder nur Méill,
MQ(*ZA, MQ(*ZA oder 2*+1) fir (0 +0%)¢,,,, folgende Matrixdarstellung:

MO
MY 43

und somit gilt fiir den positiven Teil der Polarzerlegung dieser Matrix
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(4)
M:{]) ‘Ml ‘
3 3
(
loi] 0
o |&)7
of o wemn j € {1,4} 44
0 |(05)7"]
= < »
()7 o
o |or]
(5)"] o wenn j € {2,3}
(1

\

Und somit haben wir fiir den Absolutbetrag der Determinanten

IV
1 ) (—1)it+
det M) =[] det|(5;)
° . i€z 45
— L aet (10,5
1€EZ
O

Aus diesem Beweis erhalten wir auch direkt folgende Aussage:

Proposition 2.14. Die absolute Torsionsinvariante beziiglich einer Wahl von
Orthonormalbasen (Ci)iez etnes endlichen azyklischen Kettenkomplexes von Hilber-

triumen (C, ) ist gegeben durch
r(Cye) = [ det (o)) 46
i€z

Die Bezeichnungen fiir 8* in Definition 2.11 als Kodifferential und den Abbildungen
(0+4) und (8 + 6)? als Hodge-Dirac-Operator und Laplace-De Rham-Operator
entspringen hierbei der de Rham Kohomologie und Hodge Theorie mit dem LZ2-
Skalarprodukt.[14, S. 798]

Nach Turaev kann man 7 auch verallgemeinern und fiir Kettenkomplexe mit nicht
trivialen Homologiemoduln definieren und iiber assoziative Ringe mit Eins mit der
sinvarianten Basiseigenschaft® [12].

2.1 Reidemeister-Torsion

Die Reidemeister-Torsion, welche wir aus der algebraischen Torsion gewinnen,
wurde 1935 von ihrem Namensgeber Reidemeister[5] fir 3-Mannigfaltigkeiten ein-
gefiihrt und zur Anwendung gebracht um Linsenrdume in Top zu klassifizieren.
Linsenraume sind beispielsweise in der kosmischen Topologie, einem Teilgebiet der
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Physik von grofilem Interesse[15, S. 1]. Franz erweiterte die Reidemeister-Torsion
auf hohere Dimensionen und nutzte sie um Linsenrdume in allen Dimensionen zu
klassifizieren[16], weshalb die Reidemeister-Torsion auch als Reidemeister-Franz-
Torsion bezeichnet wird. Warum klassische Invarianten hier nicht ausreichen und
wir die Reidemeister-Torsion brauchen um Linsenrdume zu klassifizieren, werden
wir im Folgenden erlautern.

Definition 2.15 (V. Turaev [12, Beispiel 5.8.1]). Fiir m > 1 und ¢, ...,¢,, € N paarweise
teilerfremd zu m ist der Linsenraum L,,(¢q,...,£,) der Bahnenraum $*"~1/7,
unter der Wirkung gegeben durch
():2,, ~Smtlccr
2z 2 e2mily /m A7
.|+ | = :

27il
Zn z,e mil,, /m

Fiir n =2 ist 3 C C? und da S3 = B3 Uygs_g2 B®> (Verklebung zweier 3-Bille
entlang ihres gemeinsamen Randes [17, Beispiel 2.43]), liefert ein Fundamentalgebiet
der Z,,-Wirkung einen 3-Ball B®> mit Identifikationen auf dB3 = S?: Auf jeder
Hemisphére werden m Sektoren markiert und diese passend verklebt.

obere Hemisphére

untere Hemisphére

Abbildung 4: Fundamentalgebiet von L(2,1) = S3/Z,. Flichen mit gleicher
Farbe werden identifiziert.

Das Problem der Linsenrdume wird fiir n = 2 bereits ersichtlich. Ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit konnen wir ¢, =1 setzen: weil ¢, und m teilerfremd
sind existiert ein f3! € {1,...,m —1} mit f3'4y = 1modm. Insbesondere ist
(- 631) ==z > x - £3" ein Automorphismus von Z/mZ wodurch die Bahnenriume
von (.) und (.)o (- £3') isomorph in Top sind, also L,,(¢;,4s) = L, (¢,45%,1). Im
folgenden sei q = £,451.
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obere Hemisphére

I 7

untere Hemisphére

Abbildung 5: Fundamentalgebiet von L,(5,2) = L,(6,1), weil
5.-271=5.4=6mod7

Durch Poincaré-Dualitat und das universelle Koeffiziententheorem gilt

° HO(Lm(Q7 1)) = Z:
e H/(L,,(q,1))=Z/mZ
. Hz(Lm(q, 1)) ~(

Hy (L, (q,1)) = Z

und somit kann ¢ von den Homologiemoduln nicht erkannt werden. Dennoch
kann man zeigen, dass L,(2,1) und L,(1,1) zwar homotopiedquivalent, aber
nicht homéomorph sind[12]. Die Homologiemoduln alleine reichen also nicht um
Isomorphieklassen in Top zu unterscheiden. Zudem ist nach Alexander[18] bereits
seit 1919 bekannt, dass L5(2,1) und L5(1,1) nicht homotopiedquivalent sind und
somit geniigen die Homologiemoduln auch nicht um Isomorphieklassen in HoTop
zu charakterisieren. Um die Linsenrdume zu klassifizieren wird somit ein anderes
Werkzeug benoétigt: die Reidemeister-Torsion.

Sei X ein endlicher, zusammenhingender CW-Komplex mit universeller Uberla-
gerung p : X — X und einer CW-Zerlegung, die wir auch mit X bezeichnen. Wir
bezeichnen mit S, (X) die Menge der n-Zellen von X, also die Zusammenhangskom-
ponenten von X,, \ X,,_;. Durch p erhalten wir auf X eine induzierte CW-Struktur.
Es sei auch fiir jede Zelle e € S,,(X) eine Orientierung

o.: H,(e,0e;Z) 7 48
festgelegt, sodass p|, diese erhilt. Durch Decktransformation wirkt G := 7, (X) auf
X zellulsr und wir erkennen leicht, dass X ein G-C'W-Komplez ist.

Abbildung 6: Minimale CW-Struktur des Torus T?: eine 0-Zelle v (schwarz),
zwei 1-Zellen a (Longitude, rot) und b (Meridian, blau), und eine 2-Zelle o.
Links: Zellen beschriftet. Rechts: gew#hlte Orientierungen o,.
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Wir nutzen hier die Definition von G-CW-Komplexen aus [13] mit diskreten Lie-
Gruppen G, entgegen der urspriinglich von Bredon 1967 [19] fiir endliche Gruppen
eingefithrten und von Matumoto [20] und unabhéngig von Illmann [21] fiir kompakte
Lie-Gruppen erweiterten Definition. Unter einem G-CW-Komplex verstehen wir
also:

Definition 2.16 ( H. Kammeyer [13, § 3.1, S. 35], W. Liick [22, § 1.2.1, 8. 31] ). Sei G eine diskrete
Gruppe. Ein G-CW-Komplezx ist ein G-Raum X zusammen mit einer G-invarianten

Filtrierung
mit X = colim,,»q X,,, sodass fiir jedes n > 0 ein G-dquivariantes Pushoutdiagramm
dn
@ G/H x S 1 v X
iel, n—1

|

P G/H; x D"
i€l
existiert, wobei I,, eine Indexmenge ist und H;, < G Untergruppen sind.

Hierbei heifit ein G-CW-Komplex frei, wenn alle Isotropiegruppen H, trivial sind,
etgentlich, wenn alle H, endlich sind, und endlich, wenn die Gesamtzahl der dquiva-
rianten Zellen endlich ist [13, § 3.1, S. 36].

Beispiel. Sei Dy = span{s,r | r? = s* = (rs)? = 1} die Diedergruppe der Ordnung
16. Betrachte den (ungerichteten) Cayley-Graphen von Dy beziiglich der Erzeugen-
denmenge {r,s}. Kleben wir an jeden Knoten des Cayley-Graphen eine 2-Sphére
5?2 an, so ergibt sich ein endlicher, eigentlicher, aber nicht freier Dg-CW-Komplex
X mit

e einer Aquivarianten 0-Zelle,

e zwei dquivarianten 1-Zellen und

e einer dquivarianten 2-Zelle.

Dabei bilden

« die Knoten eine einzige Dg-Bahn (freie Aquivariante 0-Zelle),

o die s-Kanten eine freie dquivariante 1-Zelle,

o die r-Kanten eine dquivariante 1-Zelle mit Isotropiegruppe span{r} =~ Z/2,

e und die angeklebten 2-Sphéren eine freie dquivariante 2-Zelle.

Die r-Kanten haben nicht-triviale Isotropie, weshalb die Wirkung eigentlich, aber
nicht frei ist.
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Abbildung 7: Der Dg-CW-Komplex X: Cayley-Graph von Dy beziiglich {r, s}

mit einer 2-Sphére an jedem Knoten. Der Erzeuger s dreht den dufleren Ring im

Uhrzeigersinn und den inneren Ring gegen den Uhrzeigersinn und r vertauscht
die beiden Ringe.

Die Reidemeister-Torsion wurde urspriinglich nur fiir die universelle Uberlagerung
G ~ X definiert, jedoch kénnten wir im Folgenden mit beliebigen G-CW Komple-
xen G ~ Y arbeiten.
Definition 2.17. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und G eine Gruppe. Der
Gruppenring R[G] ist der freie R-Modul mit Basis G, dessen Elemente die formalen
endlichen Linearkombinationen
> A9 MER 50
geG
(fast alle A, = 0) sind, versehen mit der durch R-bilineare Fortsetzung der Grup-
penoperation definierten Multiplikation

(Z /\gg) (Z uhh> = Aup(gh)

geG heG g,heG

X (s

feG \gh=f
Da R kommutativ ist, macht die zentrale Einbettung R — R[G], r + r- 14, den
Gruppenring R[G] zu einer assoziativen unitiren R-Algebra, welche im Allgemeinen
nichtkommutativ ist. Die kanonische Einbettung G — (R[G])*, g+ 1y - g, ist ein
Gruppenhomomorphismus.

Sei {6?}1.6 1, die Menge der offenen n-Zellen von X. Durch einen lift v:{ef'} jer, X

wéhlen wir zu jedem e eine geliftete n-Zellen €7 in X, wodurch wir eine Basis von

C,(X) als freien Z[G]-Linksmodul endlichen Rangs
C,.(X) = P z[Glep 52
icl,

erhalten, wobei die Differentiale 9, : C’n(X) —C, 4 (f() durch Linearitat iiber
Z|G] definiert sind. Somit ist C(X) ein beschriinkter Kettenkomplex von freien
Z|G]-Moduln endlichen Rangs.

Beispiel. Sei X = S' Vv S! mit 7, (X) = E, = span{a, b}. Die universelle Uberlage-
rung X ist der Cayley-Graph von Fj.

21



o~

Abbildung 8: Die Zellen {*,a,b} von SV S! (unten links), ihre Einbettung ¢

in S v S (unten rechts) und ein Lift 7 in die universelle Uberlagerung S Tyst

(oben rechts, Cayley-Graph von F,). Die Projektion p : STV St Sty st
bildet die hervorgehobenen Kanten auf die Schleifen a und b ab.

Um die algebraische Torsion dieses Kettenkomplexes nach Definition 2.4 berechnen
zu koénnen, muss C (X ) azyklisch sein und ein Kettenkomplex von Vektorrdumen
iiber einem Korper sein. Jedoch ist C'(X) nur ein Kettenkomplex von Z[G]-Moduln
und nicht azyklisch, da bereits Hy(C(X)) = Hy(X;Z) = Z. Wir mochten dies
beheben.

Sei nun K ein Korper und V € K-Vect ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
zusammen mit einer Darstellung 6 : G ~ V. Durch 6 wird V zu einem rechten

Z|G)-Modul, indem wir firr v € V und 3>, Ag9 € Z[G]

v- (Z )\gg> = Z AO(g v 53

geG geG

definieren. Insbesondere ist V' nun ein rechter Z[G]-Modul und ein K-Vektorraum.

Definition 2.18. Der getwistete Kettenkomplex

C(X;0):=V ®ch(Z[G] Mod) C(X) 54

von X beziiglich der Darstellung 8 wird gebildet, indem wir das Tensorprodukt von
Z]G]-Kettenkomplexen bilden und V' dabei mittels 6 als den rechten Z[G]-Ketten-
komplex

% y Y, PV,



V::

7

{V wenn 7 =0 55

0 sonst

konzentriert in Grad 0 auffassen. Soweit es aus dem Kontext klar ist, wird in der
Literatur C(X;0) statt C(X;6) geschrieben, vgl. [12, S. 31].

Nach dem Satz von Kiinneth kénnen wir das Tensorprodukt von Kettenkomplexen
weglassen und stattdessen komponentenweise tensorieren. Aus der Definition des
Tensorproduktes fiir Kettenkomplexe folgt fiir alle n € Z

(V ®ch(Z[G] Mod) C(X))n = J@ V;i® Cj<X)
i+j=n 56

=V ®Z[G] Mod O (X)
sowie
VN (@ @y) = (0¥ (2) ®y) + (~1)**) (2 8 9N (y))
=128 0°XN(y)
wodurch wir also analog C(X;6) als C(X) komponentenweise durch V ®7/G]Mod

o7

tensoriert betrachten konnten. Durch die K-Vektorraumstruktur von V besitzt
C,,(X;0) auch eine linke K-Wirkung und somit aufgrund der Kommutativitat von K
ist C'(X; ) ein Kettenkomplex von K-Vektorraumen. Da V' endlich-dimensional und
C, (X) fiir alle n € Z ein freier Z|G]-Modul endlichen Rangs ist, ist auch C(X; 6) ein
Kettenkomplex von endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen. Mehr zu getwisteten
Tensorprodukten findet sich in [23, S. 3].

Definition 2.19. Die getwisteten Homologiemoduln von X beziiglich der Darstellung
# sind
H,(X;0) = H,(C(X;0))

= H,(V ®anzicpmon) O (X))

Sind diese Homologiemoduln alle 0, also ist C(X;6) azyklisch, so kénnen wir die

58

Torsionsinvariante dieses Kettenkomplexes betrachten:

Definition 2.20. Die Reidemeister-Torsion ist definiert als

- C(X;0),v®¢€) wenn H,(X;0) =0
Te(X,e):{S(( )0 ®e) wemn H,(X;0) "

wobei (vi)i:1 dim v €10€ Basis von V ist.

In der Literatur ist es auch iiblich 7(X, 6) zu verwenden, wobei hier die Wahl der
Lifts unterschlagen wird. Doch woher stammt diese Konvention und in wie fern
ist 79(X, €) von unseren Wahlen (Orientierung der Zellen, Wahl der Lifts und der
Darstellung) abhéngig?

Hétten wir eine andere Orientierung (also eine andere Indizierung nach [17, Seite
103]) der Zellen gewéhlt, sagen wir fiir ein e}, so hitte auch € die entgegengesetzte
Orientierung, wodurch 7,(X,€) nach Korollar 2.7 mit (—1) multipliziert werden
wiirde. Und hétten wir einen anderen Lift gé™ fiir ein g € G gewahlt, so hatte dies
7o(X, €) mit det(0(g))""" nach Proposition 2.6 multipliziert.
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Lift 7, Lift 7,

Abbildung 9: Zwei verschiedene Wahlen von Lifts der Zellen {*,a,b} von

S1v S8 in den Cayley-Graphen von Fy. Links: der Standard-Lift 7; bei der

Identitiit e, wobei ¥ = e, @ = (¢ — a) und b = (e — b). Rechts: ein alternativer
Lift 7, mit ¥ = a, @ = (b — ba) und b = (a — ab).

Ohne den Parameter é ist somit 7(X, §) nur bis auf Multiplikation mit + det(6(G))
wohldefiniert, wobei Turaev [12] zeigte, dass man durch eine FEuler-Struktur diese
Unbestimmtheit bis auf Vorzeichen beseitigen kann.

Beispiel (V. Turaev [12], L. I Nicolaescu [24]). Sei X = S mit der CW-Struktur bestehend
aus einer 0-Zelle € und einer 1-Zelle e'.

el

Abbildung 10: Die CW-Struktur von S*

Die Fundamentalgruppe 7 (S!) = span{t} = Z wirkt auf der universelle Uberlage-
rung X = R durch t".x = x + n. Durch Liften erhalten wir je eine 0-Zelle &) und
eine 1-Zelle é}. pro k € Z.

t
’ -7 = \\
~ ~ ~ A ~ ~ ~ ~
él, él, él, . & v él é é
e—p o p o p o p o p = p o p 9
~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~0
€3 € 9 €1 €o €1 € €3 €4

Abbildung 11: Der CW-Komplex X = R mit den gelifteten Zellen und der
Translationwirkung von t.

Somit haben wir Cy(X) = Z[r,(S")] - €° und C,(X) = Z[m,(S")] - &, wobei der
Gruppenring Z[m, (S*)] = Z[span{t}] der Ring der Laurent-Polynome Z[t*!] ist.
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___________________ ’.
& 2 2
£
=
£ ! :
S
o
&)
50 50 50 =0 50 50 =0 50
els €ls e’y € €1 €5 es €4

Abbildung 12: Das Element t2 +2¢t~! € Z[t*'] mit Koeffizienten an &,

und &%, (halbtransparent). Multiplikation mit ¢3 verschiebt die Koeffizienten:
B2t =t + 262

Der zelluldre Kettenkomplex C(X) iiber Z[t*!] ist daher
2
0 —— Z[t*'] &' —— Z[t*']- & —— 0
mit 9, (') =t-&° — &% = (¢t —1)&° und §,&° = 0.

Abbildung 13: 9, (&}) = &% — &9: das Element &) € C; (halbtransparent) wird
durch 8, auf &9 — &) € C, abgebildet (Koeffizient +1 beziehungsweise —1).

Dieser Komplex ist nicht azyklisch, da Hy(C (X)) = Z[t*']/(t —1) = Z # 0. Wie
konnen wir den Defekt Z entfernen? Betrachten wir dafiir 0, etwas néher: Fassen
wir die 0-Zellen ég als Punktladungen und die 1-Zellen & als magnetische Dipole
(Stabmagnete) auf, deren Orientierung durch den Pfeil der Zelle gegeben ist.
Der Randoperator 0; berechnet dann aus einer Verteilung von Magnetstarken die
resultierende Ladungsverteilung: jeder Magnet setzt an seinem Ende eine positive
Ladung (+, oder ,N* fiir Nord) und an seinem Anfang eine negative Ladung (—

oder ,S* fur Std) frei.

)
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+2

& e,

Abbildung 14: 9, (f) fiir ein allgemeines f € C;: die f-Koeffizienten auf den

1-Zellen werden als gestapelte Magnete dargestellt (negative Koeffizienten =

umgedrehte Magnete). Im mittleren Teil zeigen die farbigen Linien an den

Magnetrandern die freigesetzten Ladungen. Summiert ergeben diese die Koeffi-
zienten von (t —1) - f € C,.

Geometrisch betrachtet stellt wie in Abbildung 14 zu sehen - (t — 1) einen Differen-
zenoperator dar. Indem wir durch das Hauptideal (¢ — 1) modulieren identifizieren
wir nun Ladungen a,b € Z[t*!], wenn eine Ableitung (t —1)f mit a —b= (t —1)f
existiert, also ein Dipol f existiert, dessen Randladungen genau die Differenz a — b

ergeben.
Nettoladung 0 Nettoladung 1
-2
-1
41 +1
42 41 42 W
+1 o - +1 ces
a a
+1
b~a b>~a
Abbildung 15: Identifikation in Hy: Links: a = —2&9 + &9 + &3 hat Nettoladung
0; der Dipol f = 26} + &} zeigt a = (t — 1) f = 0. Rechts: a = —&3 + &Y + &3 hat
Nettoladung 1; derselbe Dipol f zeigt a = &3.

Aus Abbildung 15 ist nun auch der Isomorphismus

-1
St >N

1E€EZ 1EZ

60
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klar: In H, (C (X )) >~ Z[t*']/(t — 1) = Z betrachten wir Ladungsverteilungen nur
noch bis auf ihre Nettoladung
kénnen wir jede Ladungsverteilung durch einen geeigneten Dipol auf &) konzen-

iez A;. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
trieren, das heifit H, = Z&3. Gibe es nun ein x € C; mit 8, (z) = &, so wire H, = 0.
Wie wir jedoch in Abbildung 13 sehen konnen, gibt es kein solches Element x € Cj.

Lokalisieren wir jedoch Z[t*!] bei (t—1) zu Z[til](t_l), so fiigen wir unser
gewiinschtes Element z durch rein algebraische Mittel zu Z[til] hinzu, sodass
O1(z)=(t—1)zx =1. Wenn wir nun Z[til](tfl) mit (¢t — 1) modulieren ist offen-

sichtlich, dass (tf(lt)*” =~ 0 und wir haben den azyklischen Kettenkomplex

0
=0

1
1 +1
— L[t ](til) - €

0o — Z[til](H) ‘€

Wie sieht ein solches Element (¢ —1)~! jedoch in C; aus? Betrachten wir dafiir

—)0

die wohlbekannte geometrische Reihe aus der Analysis und zweckentfremden sie
etwas:
1 t! ok 1 2 3
= = t7F =¢— t— t— ees 61
Geometrisch ist es dann klar, dass O((t™ '+t 2 +¢73 +-)&)) = 1€9, wie wir in

Abbildung 16 sehen kénnen.

Abbildung 16: Schematische Darstellung von
O1(7y) =0(..+elg+el,+eély) =1

Unser gesuchtes x ist in unserer Analogie somit ein Monopol, welchen wir erhalten,
indem wir den ungewollten Siidpol unendlich weit weg bewegen.

Besser noch, gehen wir iiber zu frak(Z[t*']) = Q(t), haben wir auch einen
Korper und damit ist V' = Q(¢) ein 1-dimensionaler Q(t)-Vektorraum mit der durch
6 : span{t} < Q(¢)* induzierten rechten Z[t*!]-Modulstruktur nach Gleichung 53.
Der getwistete Kettenkomplex C(X;0) = Q(t) ®ga1) C(X) ist

l>t—1
0 — Qi) — > Q) —— 0

Im Unterschied zu Z[t*'], in dem (¢ — 1) kein Inverses hat, ist (t — 1) € Q(¢)* eine
Einheit. Die Abbildung Q(¢) — Q(¢),z > (t — 1) - z ist somit ein Isomorphismus
und der getwistete Komplex ist azyklisch.
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Die Torsion ergibt sich als die alternierende Determinante der Randabbildungen
(Proposition 2.14):

7(S1,0) = det(t — 1)V

1+1

=(t—1)"" € Q(t)*/(xt). 62

Beispiel (V. Turaev [12], [25]). Sei M eine n-dimensionale rationale Homologiesphdre,
also H,(M;Q) = H,(5™;Q), und @ die triviale Darstellung. Dann gilt

n—1

T(M70) = H |H1(Ma Z)tors‘(_l)i7 63
=1

wobei |H;(M,Z),,,s| die Ordnung der (endlichen) Torsionsgruppe H;(M,Z) bezeich-
net. Die Reidemeister-Torsion beziiglich der trivialen Darstellung hangt also direkt

tors

mit der Torsion (im algebraischen Sinne) der Homologiegruppen zusammen.
Beweis: Siehe [12, §5]. O
Proposition 2.21 (7. Milnor [26]). Sei K C S3 ein Knoten und 0 : 771(83 \K) = Q(¢)
die durch die Abelianisierung ab : 7 (S*\ K) — H,(S*\ K) =Z via v+ tab(7)
gegebene Darstellung. Dann ist
t—1
Ap(t) = ——=—+——
x(®) T(S3\ K, 0)
das Alexanderpolynom von K.

Beweis: Siehe [26] und [27]. O

64

Eine kurze tabellarische Aufarbeitung einiger bekannter Reidemeister-Torsionen
findet sich hier:

Raum Reidemeister-Torsion Quelle
T = (SY)" (T, 6) =1 (24, Bsp. 2.6]
S x X, mit x(X)#0 | 7(S*x X,0) = (t —1)™XX) [24, Bsp. 2.7]
Linsenraum 7(L(p,q),0) = [24, Bsp. 2.9]
L(p,q),p>2 (1—t)'(1—t)™" [12, Thm. 10.6]
wobei rq = 1 (mod p)
St x %, (St x [24, Bsp. 2.43]
(1—t)=2  fiir g=0
Zg’ 0) = 1 fir g=1
(¢—1)29-2 fiir g>2
geschl. orient. (M, ) = {AM/(t—1)2 fiir by =1 [12, Thm. 14.12]
3-Man. M, by (M) > 1 ’ Am fiir b, 22

Tabelle 1: Reidemeister-Torsionen ausgewahlter Raume. Hierbei ist 8 jeweils
eine nicht-triviale Darstellung.

Der Tradeoff von 74(X, €) zu 7(X, 0) ist nun geklart. Doch als Topologen mdchten
wir ohne Abhéangigkeit einer Darstellung Informationen iiber unseren Raum X
haben. Die Frage stellt sich also: Gibt es eine Moglichkeit um von 7(X, 0) zu 7(X)
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iiberzugehen, also eine Reidemeister-Torsion zu definieren, ohne explizite Angabe
einer Darstellung? Und welchen Tradeoff miissen wir dafiir eingehen?

Die Antwort hierauf ist, dass wenn wir nur noch orthogonale Darstellungen
zulassen, so ist die Reidemeister-Torsion bis auf Vorzeichen unabhangig von
der Wahl der Darstellung: Betrachten wir zwei Darstellungen 6 : G ~ V und
0" : G ~ V, so erhalten wir zwei getwistete Kettenkomplexe C(X;8) und C(X;6")
von K-Vektorrdumen mit A € Homey, zi61u0q) (C(X;0), C(X;0")) gegeben durch die
Basiswechselabbildungen

;12 9i11 0; 91
L G (X50) — G(X50) —— G ;

l A A, l
Diyo 041 0.

1

L G (X30) —— C(X0) —— G
und somit gilt nach Proposition 2.6
T(C(X; 9), é) = T(C(X; 0/), é) : l_Idet(Ai)(fl)z_1 65
€L

Gleichheit bis auf Vorzeichen besteht somit insbesondere wenn jeweils det(A4;) = +1.
Wir haben bereits fiir C (X ; 9) und C (X ; 9’) per Konstruktion € als eine gemeinsame
Basis. Nach Lemma 2.10 existiert somit fiir jedes i € Z ein Skalarprodukt (-, -), auf
C; (f( ;0), beziiglich dessen é; eine Orthonormalbasis bildet. Sind die A; Isometrien
beziiglich (-,-);, also orthogonale Abbildungen, so gilt det(A4;) = 41 und somit
IL,., det(Ai)(*l)%1 = 41. Es ist klar, dass wenn 6 : G — O(V) und 0" : G — O(V)
orthogonale Darstellungen sind, die A, solche orthogonalen Abbildungen sind. Somit
ist dann auch |7(X,0)| = |7(X,0’)|, ganz unabhéngig der Orientierungswahl und

der orthogonalen Darstellungen.

Definition 2.22. Existiert eine orthogonale Darstellung 6 : G — O(V), so ist die
absolute Reidemeister-Torsion wohldefiniert als

7(X) == |7(X, 0)] 66
und mittels Proposition 2.14 haben wir

7(X) =[] det (10,1

i€Z

-1 i+1
)( ) 67
Insbesondere ist die Reidemeister-Torsion unabhéngig von der Wahl der CW-Zerle-

gung einer Mannigfaltigkeit und somit eine Invariante dieser zugrunde liegenden
(bei fester Darstellung und Liftwahl):

Proposition 2.23 (V. Turaev [12, §8 Thm. 8.8, §9 Cor. 9.2, §14 S. 70]). Sei M eine kompakte,
zusammenhdangende PL-Mannigfaltigkeit mit Fundamentalgruppe m = my (M) und
sei 0 : Z[w| — A ein Ringhomomorphismus in einen Ring A wie in Definition 2.4
mit H (M;A) = 0. Dann ist die Reidemeister-Torsion

T9(M) € K, (A)/(£0(m)) 68
unabhingig von der Wahl der PL-Triangulierung (und damit der CW-Zerlegung)
von M.!
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Beweis: Seien X und X’ zwei PL-Triangulierungen von M. Da M eine PL-
Mannigfaltigkeit ist, besitzen X und X’ eine gemeinsame PL-Unterteilung X”
[12, §14, S. 69]. Nach [12, Thm. 8.8, S. 42| sind die Identitdtsabbildungen
id: X - X” und id: X’ — X” einfache Homotopieaquivalenzen. Nach [12, Cor.
9.2, S. 43] gilt fiir jede einfache Homotopiedquivalenz f : Y — Z endlicher zusam-
menhéngender CW-Komplexe mit H,(Z;0) =0, dass 7,(Y) = 7(Z). Angewandt
auf f=id: X - X" und f=id: X’ — X” folgt
79(X) = 7(X") = 75(X"). 69
O

2.2 Hilbert-£(G)-Moduln und Von-Neumann-Algebren

Das Problem der Reidemeister-Torsion ist nach Definition 2.22 die Forderung der
Existenz einer orthogonalen Darstellung. Woher sollten wir wissen, ob es zu einem G
-CW Komplex eine solche gibt? Die Funktionalanalysis liefert uns hier eine Antwort.

Fiir eine diskrete, abzéhlbare Gruppe G kommt diese bereits mit einer natiirli-
chen Wahl von unitarer Darstellung auf einen Vektorraum: der linksreguldren und
der rechtsreguliren Darstellung - << - und - 3> - auf dem Hilbertraum ¢?(G) der
quadratsummierbaren Funktionen G — C.

Ein iibergreifendes Thema ist jedoch, dass fiir jedes Gadget welches wir gewinnen,
ein Preis gezahlt werden muss: Einerseits erhalten wir unsere gesuchte unitére
Darstellung, andererseits gehen wir von R zu C iiber und £2(G) ist im Allgemeinen
kein endlich dimensionaler Vektorraum mehr. Unsere Werkzeuge wie Determinanten
funktionieren jedoch nur fiir Endomorphismen endlich dimensionaler Vektorrdume.
Unsere Aufgabe ist es nun, diese der ¢2-Situation anzupassen.

Wir entwickeln zunéchst die Gruppen-von-Neumann-Algebra R(G) und £(G), die
als Endomorphismenalgebra der Hilbert-G-Moduln dient, und definieren auf ihr die
Von-Neumann-Spur, die eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Spur auf endlich-
dimensionale Vektorrdume ist, um damit die Fuglede-Kadison-Determinante fir
Operatoren auf Hilbert-G-Moduln zu definieren, die die gew6hnliche Determinante
fiir endlich-dimensionale Vektorraume verallgemeinert.

2.2.1 Gruppenalgebra, £?(G) und regulire Darstellungen
Definition 2.24 (H. Kammeyer [13]). Die Gruppenalgebra C[G] ist der durch Skalarer-
weiterung aus dem Gruppenring (Definition 2.17) gewonnene C-Vektorraum

C[G] = C®y Z]qG], 70
Sie tragt das kanonische Skalarprodukt

<Z cg9: ) d99> =Y c,d,, 71

geG geG geG

'Hierbei bezeichnet K;(A):= GL(A)/E(A) die erste algebraische K-Gruppe von A, wobei
GL(A) = colim,, GL,,(A) und E(A) =(I +7r-E;; |i# j,7 € R) < GL(A) die von Elementarma-
trizen erzeugte Untergruppe ist. Fiir einen Korper K ist K; (K) = K* via der Determinante; somit
verallgemeinert K, (A) die Rolle von det auf beliebige Ringe. Siehe [12, §7] fiir eine Einfiithrung.
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wozu G offensichtlich eine Orthonormalbasis von C[G] bildet. Die Hilbertraumuver-
vollstindigung von C[G] ist der Hilbertraum

= {chg:Z|cg|2<oo} 72

geG geG
dementsprechend auch mit Orthonormalbasis G C £2(G).

o ,, o
o . e
> o X o <3 »
Iy N £ B
! S
« - P > I = “
N & ‘ N
» 2 - - N

&

Abbildung 17: Links: Ein Element f € C[F(a,b)] mit endlichem Tréger.

Rechts: eine £2-Funktion f € ¢£2(F(a,b)) mit f(g) = (3/4)19 falls g € span{a}

und f(g) = 0 sonst. Die Balkenhohe gibt den Realteil, die Farbe (Hue) das
Argument des komplexen Koeffizienten an.

Wie in der Funktionalanalysis iiblich bezeichnet B(H) die Banachalgebra (das
heifit eine vollstindige normierte Algebra, deren Norm submultiplikativ ist) der
beschrankten linearen Operatoren auf einem Hilbertraum H.

Definition 2.25 (H. Kammeyer [13]). Die linksreguldre Darstellung
-« - C[G] — B(£*4(G))

73
h< =g hg
und die rechtsregulire Darstellung
->3> - C[G] — B(L(G)) s

h>»> =g+ gh!
sind die durch auf Basisvektoren g € G definierten und linear fortgesetzten Ein-
bettungen. Beide sind unitiire Darstellungen, die £2(G) zu einem C|[G]-Bimodul
machen.

Wir mochten diese an einigen Beispielen betrachten, um ein Gefiihl fiir diese
Wirkungen zu bekommen.
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Abbildung 18: Die Wirkung der reguléiren Darstellungen auf das f (transpa-
rent) aus Abbildung 17 nach C[F(a,b)] < C[F(a,b,c)]. Links: b << f. Rechts:
b >> f. Die Pfeile zeigen die Translationsrichtung.

Da die Elemente von C[G] Linearkombinationen von Gruppenelementen sind, ver-
teilen - <« - und - 3> - diese linear auf die entsprechenden Aste des Cayley-Graphen,
wie in Abbildung 18 zu sehen ist. In Abbildung 19 kénnen wir erkennen, wie wir f
auf gewisse Weise ,,duplizieren® und auf die Aste verschieben kénnen.

Abbildung 19: Wirkung von ib — ic << - auf das f aus Abbildung 17 (trans-
parent) analog zu Abbildung 18. ib —ic << f wird auf die Aste b-span{a}
und c - span{a} verteilt. Die Balkenhohe ist |f(g)| und der Farbton kodiert

arg(f(g))-

2.2.2 Gruppen-von-Neumann-Algebra R(G)
Die Mengen

BA(G) = {T e B(A(G)) : T(h <« -)=h < (T-) Vheq},
B(A(G))” ={T € BA(G)) : T(h3>-)=h>> (T-) VheG}

sind die beschrankten und beziiglich der linksreguldaren, beziehungsweise rechtsre-
guldren Darstellung dquivarianten Operatoren. Sie sind wvon-Neumann-Algebren:

75

Zwei gleichwertige Charakterisierungen (iitber den Bikommutantensatz und tiber
Abschlusseigenschaften) sind in der Literatur iiblich. Betrachten wir jedoch vorerst
ein Beispiel um warm zu werden:
Beispiel (H. Kammeyer [13]). Eines der relevantesten Beispiele ist
B(£2(Z)) ™ = L>(S"). Durch die Fouriertransformation

F 02(Z) = L?|—m, 7 76
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korrespondiert die linke Wirkung des Erzeugers 1 € Z gegeben durch den Indexshift
auf den Basiselementen

lw-=1+4- 7
zu einem Shift

etT™ ei(z+1)7r

e’LITI'
= “ 78
V2w V2w vV 27T>
der Basisvektoren von L2?[—m, 7]. Dies kénnen wir einfach fiir Laurent Polynome in
Abbildung 20 sehen.

Flk )= (

TN /l
~ \/ ~ ] : ~ 7 ) )
L j$ i L /> S ‘/7!$

Abbildung 20: Oben: die Elemente t" € Z[t*'] = C[Z] als Laurent-Polyno-
me auf dem Cayley-Graphen von Z. Unten: ihre Fouriertransformierten

e /2w € L2(SY).

Es entspricht die linksregulidre Darstellung von C[Z] = C|z, z_l] der Multipli-
kation durch Laurent-Polynome auf L2[—m, 7] (siehe Abbildung 12). Also ist
B(L? |-, 7r])'<<<' die Algebra der beziiglich Laurent-Polynomen Aquivarianten Ope-
ratoren.

Nach dem Satz von Stone-Weierstraf ist jedes f € L?[—m, m] ein L?-Limes von
Laurent-Polynomen f = lim,, p;, (siche Abbildung 21).
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Abbildung 21: Approximation einer stetigen Kurve (das Symbol 7) durch
pn(t) = ZnetopN Cp€ mit den N betragsgroiten DFT-Koeffizienten®.
Oben: die Fourierkoeffizienten c,, € £2(Z) auf dem Cayley-Graphen. Unten: die
rekonstruierte Kurve in C. Mit wachsendem N konvergiert die Kurve gleich-

2mint

méfig gegen das gesuchte Symbol.

Fir T € B(L?|—m, 7r])'<<<' folgt aus Stetigkeit und - <« --Aquivarianz
Tf= T( lim pk) = lim Tp, = (hm pk)T(.T(id)) =T(FGd)-f 79
k—o0 k—oo k—oo
das heift T ist bereits eindeutig durch T'(F(id)) bestimmt. Dabei
ist T(F(id)) € L>®[—m, 7] wesentlich beschrinkt durch |T'|. Analog lie-
fert jedes g € L°[—m, ) einen Operator in B(L?[—m,x]) . Es folgt
B(L2[—m,n)) ™~ = L®°[—m, 7] = L®(SY).

1 sin(9)/4 + 1 Vi-3/4
AT T ———
Re T Re
B B <
0 = Im R ~a Im \\x—/ki Im

Abbildung 22: Oben: Multiplikatorfunktionen g : S — C dargestellt iiber dem

Einheitskreis. Unten: die mit g multiplizierte Rekonstruktion des Symbols 7 aus

50 Fourierkoeffizienten. Die Identitit g = 1 lasst m unverindert, g = v/i - 3/4
rotiert und skaliert 7.

’Diskrete Fouriertransformation
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Definition 2.26. Sei H ein Hilbertraum. Fiir eine Teilmenge M C B(H) ist der
Kommutante
M :={T€BH):TS=ST VSeM} 80
und der Bikommutant M” := (M’)".
Eine x-Unteralgebra M C B(H) mit Eins heifit von-Neumann-Algebra, wenn eine
(und damit alle) der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
1. M ist schwach abgeschlossen (das heifit abgeschlossen in der schwachen Opera-
torttopologie).
2. M ist stark abgeschlossen (das heifit abgeschlossen in der starken Operatortopo-
logie).
3. M = M"” (von-Neumann-Bikommutantensatz).
Die Aquivalenz dieser drei Bedingungen ist der Inhalt des von-Neumann-Bikommau-
tantensatzes (Theorem 2.19 in [13]).

Als kurzer Einschub ist hier eine *x-Algebra eine Algebra iiber C zusammen mit
einer Involution (einer konjugiert-linearen Abbildung T+ T*). Eine C*-Algebra ist
zusitzlich eine Banachalgebra, deren Norm die C*-Identitit |T*T| = |T|* erfiillt.
Beispiel. Sei H = L?([—1,1]) und

M:={f-(): feC(-1,1))} C B(H), 81
die Algebra der Multiplikationsoperatoren & — f¢ fiir stetige Funktionen f. Dann ist
M eine unitire *-Unteralgebra von B(H), aber keine von-Neumann-Algebra, denn
die Heaviside-Funktion s € L*([—1,1]) \ C(|—1,1]) wird von stetigen Funktionen
fn € C([—1,1]) punktweise approximiert (siehe Abbildung 23), liegt aber nicht in

M.
s f20 ‘Joo— T s

Abbildung 23: Approximation der Heaviside-Funktion s durch
fo(x) =1/(14 e ™) fiir n = 5,20, 100.

Wir definieren nun die fiir uns zentrale Gruppen-von-Neumann-Algebra. Dabei
bezeichnen die Bilder

ClG] »>> - ={a>>-|aeC[G]} C B(*(Q)) 82
und

ClGl « -={a <« -| a € C[G]} C B(L*(G)) 83
unitire *-Unteralgebren von B(¢2(G)).

Definition 2.27 (H. Kammeyer [13]). Die rechte Gruppen-von-Neumann-Algebra R(QG)
ist der schwache Abschluss der unitiren *-Unteralgebra C[G] 3> - C B(¢%(G)):

R(G) :=C[G] > -V = (C[G] > -)". 84
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Analog ist die linke Gruppen-von-Neumann-Algebra £(G) der schwache Abschluss
von C[G] «

L(G):=C[Glx V= (C|G] «-)". 85

Es stellt sich die Frage, welche Elemente in C[G] « -V sind, jedoch nicht in
C[G] « -, also dessen, warum wir den schwachen Abschluss bilden. Eine Antwort
darauf kénnen wir in Beispiel 2.25 bereits sehen: Dort entspricht C[Z] << - unter der
Fouriertransformation den Multiplikationsoperatoren mit trigonometrischen Poly-
nomen (also endlichen Laurentpolynomen unter Fourier-Transformation), wihrend
der schwache Abschluss £(Z) = L°°(S') die Multiplikationsoperatoren mit belie-
bigen wesentlich beschrankten messbaren Funktionen umfasst. Beispielsweise liegt
der Multiplikationsoperator

M, :L2(SY) — L*(SY)

Xlo,m)

MX[O,«)('f) (ew) = X[O,ﬂ') (G)f(ew)
mit der Indikatorfunktion auf dem Halbkreis in £(Z), aber nicht in C[Z] < -.

86

So S S X[0,m)
Py Py Bk S
§t_jt%b’lm k >::(7)1111 t );:th tﬁkb’lm

Abbildung 24: Oben: Approximation der Indikatorfunktion X[o,r) durch
Fourier-Partialsummen Sy (6) = Zgz_ T (x),e™® mit Fourierkoeffizienten
F(x)o =% und F(x),, = 1_2(7;.:3% fir N = 0,1, 5, dargestellt itber dem Einheits-
kreis St. Jedes Sy entspricht dem Element Zi\l, NI 0n < eClZ] « .
Unten: das mit Sy multiplizierte Symbol 7 aus Abbildung 21. Im Grenzfall

X0, verschwindet 7 fiir Eingabewerte in [, 27) vollsténdig.

Analog kénnen wir

B(€2 (Zn>)C[Z“]<<<v
fiir alle n € N zeigen[22, Bsp. 1.4].
Bemerkung. Es gilt C[G] 3> - € B(¢2(@))"“ wnd C[@] « -  B(¢2(@))"9.
Der folgende Satz zeigt, dass diese Inklusionen sogar die kompletten Algebren
beschreiben:

>~ L[°°(T™) 87
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Theorem 2.28 (H. Kammeyer [13]). Es gilt R(G)= 3(62(G))C[G]<«' und
L(G) = B(EQ(G))C[G]»'. Insbesondere ist R(G) = £L(G)' der Kommutant von
£(@).

Somit ist R(G) genau die Algebra der beschrankten links-G-iquivarianten Opera-
toren auf £2(G)

Beispiel (H Kammeyer [13]). Ist G eine endliche Gruppe, so ist £2(G) = C[G] endlich-
dimensional und jede Unteralgebra automatisch abgeschlossen. Damit gilt

R(G) = C[G] > - = C[qG]. 88
2.2.3 Hilbert-£(G)-Moduln und Von-Neumann-Spur

Wir kénnen analog zu Definition 2.18> die #2-Vervollstindigung des zelluliren
Z[G]-Kettenkomplex C, (X) zu

C(X;- < -) € Chy (4 (cyMod)
C(X; <« ) = £2(G) &z C.(X)

betrachten, wobei in Definition 2.18> verlangt wurde, dass die Darstellung

89

in einen endlich-dimensionalen Vektorraum gehen wiirde. Wir haben aber fiir
eine unendliche Gruppe G, dass ¢%(G) ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum
ist. Dementsprechend verwenden wir auch C(X; -« )€ Chb( 5(g)Mod) statt
C(X;- < ) € Chy (4 (yMod®).

Um die Reidemeister-Torsion dieses Kettenkomplexes zu berechnen, miissen wir
jedoch Determinanten (dementsprechend Spuren) der Randabbildungen berechnen
konnen. Es ist klar, dass ;)Mod keine geeignete Spur hat, wie wir bereits fir id2 ¢
sehen konnen, wenn G unendlich ist. Der Trick ist nun, die Aquivarianz auszunutzen,
denn es verlaufen die Randabbildungen zwischen verschiedenen Potenzen (éz(G))k",
wobei k, die Anzahl der n-Zellen von X bezeichnet [22, Def. 1.29]. Gehen wir
daher iiber in die Kategorie der Hilbert-£(G)-Moduln, so trigt diese durch die G-
aquivariante Struktur eine kanonische endliche Spur (die Von-Neumann-Spur) und
erlaubt es uns im Folgenden eine Determinante zu definieren (vgl. Proposition 2.14).

Definition 2.29 (W. Liick [22, . 16], H. Kammeyer [13, S. 25]). Ein Hilbert-£(G)-Modul ist ein
Hilbertraum V mit isometrischer G-Linkswirkung, der G-&quivariant isometrisch
in H® ¢%(G) fiir einen Hilbertraum H eindebettet werden kann. Er heifit endlich
erzeugt, falls V < (€2(G))" fiir ein n € N, und frei, falls V = (¢2(G))". Ein Mor-
phismus ist ein beschrankter G-aquivarianter Operator, und die daraus resultierende
Kategorie bezeichnen wir mit ;;)HilbMod[13, S. 53].

Das zentrale Beispiel ist: haben wir einen eigentlichen G-CW-Komplex endlichen
Typs X, so sind die zelluldren Kettenmoduln C(X;- <« -) freie und dementspre-
chend projektive, endlich erzeugte Hilbert-£(G)-Moduln[13, Thm. 3.11].

Durch V < (¢2(G))" gilt fir die Endomorphismenalgebra B(V)CIGI"> nach
Theorem 2.28, dass diese durch (R(G))™*™ gegeben ist, also die n x n-Matrizen A
iiber R(G), deren Eintrige Elemente von R(G) sind[13, Bsp. 2.28]:
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wobei
a;r €C R(G)
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geG
Um darauf einen Determinantenbegriff aufzubauen, definieren wir zunéchst eine
Spur auf R(G), die die G-aquivariante Struktur der Operatoren beriicksichtigt.
Definition 2.30 (H. Kammeyer [13, 8. 33]). Die Von-Neumann-Spur ist
tr.??(G) . .%(G) — C

91
trec) (T) = (e, Te),
wobei e € G das neutrale Element ist. Sie erweitert sich fir alle n € Nzu
tr?@(G) . B(EQ(G)R) — (C
n 92
trp(q) (4) = Ztl“ae(a) (As)
i=1

und fiir einen endlich erzeugten Hilbert-£(G)-Modul H mit G-dquivarianter isome-
trischer Einbettung ¢ : H < (¢£2(G))" auf B(H)® durch
() (T) = End( ;) HilbMod®) — C
93
trj@(G) (T) = trW(G) (L oT o pI'L(H)),
unabhéngig von der Wahl von ¢[13, Prop. 2.33].

Natiirlich erwarten wir von einer Spur, dass diese auch die Spureigenschaft
trp(q)(ST) = trg(q)(TS) erfiillt, und dies ist auch der Fall[13, Prop. 2.32]. Fiir
endliche G ist tTz(q) Zg Cgg ) = Ce[13, Bsp. 2.25, Def. 2.31] und fiir die Fourier-
transformation aus Beispiel 2.25 gilt:

Beispiel (W. Liick [22, Bsp. 1.4]). Unter dem Isomorphismus R(Z"™) = L*>°(T™) aus Bei-
spiel 2.25, der f € L°°(T™) auf den Z"-dquivarianten Multiplikationsoperator M
abbildet, wird die Von-Neumann-Spur zum Integral beziiglich des normalisierten
Haar-MaBes p auf T" (das heiit du =d6/(27) auf T' = S!, beziehungsweise das n
-fache Produktmaf auf T™):

try(zn) : L™ (Tn) — (C, f = fd/.,L 94

Tn

Betrachten wir f(e'd) = % + cos(f) € L>(5") | 50 korrespondiert dies unter der Fou-
riertransformation zu M := 3 - (=1) 4+ 3 -0+ 3 - 13> - € R(Z) und wir kbnnen die
von-Neumann Spur berechnen als [ fdp = 1/2 oder aber als (0, Me) = 1/2,.
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Abbildung 25: Oben links: 1-0 € £*(Z). Oben rechts: M(1-0) € £*(Z) mit
den Fourierkoeffizienten F(f)(0) = F(f)(£1) = 1/2. Unten links: die Fourier-
transformierte #(1-0) =id auf S*. Unten rechts: f(e®) =1/2+ cos(§) auf
S1. Die halbtransparenten Flichen entsprechen den Von-Neumann-Spuren
trpz (id) = fsl iddp =1 (links) bzw. trﬂ(z)(Mf) = fsl fdp =1/2 (rechts).

Mit Riickblick auf Beispiel 2.28 ist folgende Definition klar:

Definition 2.31 (H. Kammeyer [13, Def. 2.37]). Die von-Neumann-Dimension eines endlich
erzeugten Hilbert-£(G)-Moduls H ist

dimg ) @ g@)HilbMod — Ry

. ) 95

dimg g (H) = tr g (idg),
Hieraus folgt direkt fiir eine G-aquivariante beschriankte Abbildung f: U — V end-
lich erzeugter Hilbert-£(G)-Moduln, dass dimg g ker(f) = trg(q) (projkerf), wobei
PrOje ¢ : U — U die orthogonale Projektion auf ker f bezeichnet[13, Def. 2.37,
Prop. 2.33] .

2.3 Fuglede-Kadison-Determinante

Fiir komplexe Matrizen A € C™*" gilt die klassische Formel

det(exp(A4)) = exp(tr(A)). 96
Ist A zudem invertierbar, so gilt det(A) = exp(tr(log(A4))) dquivalentermafen[28,
Gl (3) und (4)]. Da die Von-Neumann-Spur trp g aus Definition 2.30 eine geeignete
Verallgemeinerung der gewohnlichen Spur auf die Gruppen-von-Neumann-Algebra
R(G) ist, liegt es nahe, exp (trge(g) (log(\f]))) als Ersatz fiir die Determinante
zu verwenden. Diese Idee fiihrt zu der Fuglede-Kadison-Determinante, welche
urspriinglich 1952 von dem dénischen Mathematiker Bent Fuglede und dem ame-

39



rikanischen Mathematiker Richard Kadison fiir endliche Von-Neumann-Algebren
eingefithrt wurde[28, Abschnitt 3|, [29, S. 522] .

Sei G eine abzihlbare diskrete Gruppe und f:U — V ein Morphismus
endlich erzeugter Hilbert-R(G)-Moduln. Den Betrag von f bezeichnen wir mit
|f| = \/W :U — U und er ist ein positiver selbstadjungierter Operator auf
U. Nach dem Spektralsatz und dem Borelschen Funktionalkalkiil ist fiir jede
beschrénkte borelmessbare Funktion h : o(|f|) — C, wobei

o(|f]) ={r € C:|f| = X-idy ist nicht invertierbar in B(U)} C R, 97
das Spektrum von |f| bezeichnet, ein eindeutiger Operator h(|f|) € B(U) defi-
niert[13, Kapitel 5.2, Theorem 5.10]. Fiir eine Borelmenge B C Rsei x5 : R — {0,1}
die Indikatorfunktion. Dann definieren wir die Spektralprojektion zu B durch

PYI(B) := x5(If]) € B(U), 98
via [13, Kapitel 5.2, Borel Functional Calculus und Spektralsatz]. Hierbei besteht

B(U), aus allen Projektionen in B(U), wie in [30, S. 165] beschrieben. Fiir A > 0
setzen wir

By = PI([0, X])
= xio (1) 0
= (ur X (1)) € BO),.

Dies ist die Spektralschar von |f| und der zugehérige Spektralunterraum ist
Upp,y = im E‘Afl. [13, Definition 3.7].

Beispiel (P. De La Harpe [28, Bsp. 5] ). Sei G =Z. Unter dem Isomorphismus

R(Z) = L>(S") aus Beispiel 2.25 entspricht ein f € B(BQ(Z))A einem Multiplika-
tionsoperator M, mit ¢ € L>(S"). Unter dieser Identifikation korrespondiert |f]|

zu M, und die Spektralprojektion wird zu

lfl _
B = MX{MSA}’ 100

also zur Multiplikation mit der Indikatorfunktion der Niveaumenge
{eie €St |go(ei9)| < /\}.

Betrachten wir konkret go(ew) = % + cos(f). Da ¢ reellwertig ist, gilt f* = f und
somit | f| = M, mit

, 1
(e = ‘§+cose. 101
Die Werte von ¢ liegen in —%,%], also ist spec(|f]) = [0,%, und die
Nullstellen von ¢ sind 6 € {27/3,47/3} (dort gilt cos§ = —31). Die Spektral-
Ifl _
schar ist EX = X{| L cosof<a} wobei die Bedingung |% + cos 9‘ < )\ dquivalent zu

—% —A<cosb < —% + A ist. Somit:
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fir A <0
fir0<A<i

=

2

Bl =

0
MX{COSGE[—%—A,—*‘*—)\}} 102
MX

a1 3
fur§§A<§

{cos GSA—%}

id fir A > %

Wir kénnen dies folgendermaflen plotten:

A=0 A=0.33 A=0.67 A=1
A A A A
3 3 3 3
2 2 2 2
0

372 ™
Abbildung 26: Niveaumengenplots der Spektralschar E' (oben) und || iiber

S (unten) fiir p(e?) =1 +cos(d) bei A=0,3%,%, 1. Die rote Linie in den
oberen Plots markiert das jeweilige A. In den unteren Plots zeigt die rote Fléache

den Trager von EIAf |, also den Bereich, in dem |p| < A gilt.

Insbesondere ist E(I)f | die Projektion auf {cose = —%}, eine Menge vom Lebesgue-
Maf Null, sodass dim gz (ker f) = 0.

Definition 2.32 (H. Kammeyer [13]). Die Spektraldichtefunktion von f ist
Fp iRy = Ry,
. . ] 103
Fy(A) = dimg(q, <1m Ej )
Sie ist monoton wachsend und rechtsseitig stetig.

Der Zusammenhang zu der geometrischen Multiplizitédt aus der linearen Algebra
ist hier gut zu erkennen und gibt Aufschluss darauf, warum F} rechts-, aber nicht
unbedingt linksstetig ist: Fiir A ein Eigenwert einer linearen Abbildung ¢ : V -V
eines endlichdimensionalen Vektorraums, ist pge,(A) = dimker(¢ — A -id). AuBer-
dem haben wir fiir lim,__,o+ Fy(a) — Fy(a — €), dass dies 0 ist, wenn F} in a linksstetig
ist, also a im Spektrum von f liegt[22, S. 127]. Der Sprung den F} bei der Unste-
tigkeitsstelle @ macht, ist genau die geometrische Multiplizitat von a als Eigenwert
von |f|, wenn f ein Operator auf einem endlichdimensionalen Vektorraum wére[31,
S. 44].
Wir bezeichnen mit dF} das von Fy induzierte Maf auf R, also

dFy((a,b]) = Fp(b) — Fy(a) 104
fiur 0 < a < b. Wir erkennen auch direkt, dass
Fy(0) = dim g (ker f), 105

da E(I)fl = projker\ﬂ = projkerf gllt
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Abbildung 27: dFj((a,b]) = Fy(b) — Fy(a) fiir f(e'®) =1/2+ cos(). Die rote
Fliache zeigt jeweils den Trager der Spektralprojektion.

Definition 2.33 (H. Kammeyer [13], W. Liick [22, S. 127]). Die Fuglede-Kadison-Determi-
nante von f ist

detp(c : Hom(V, W) — Ry,
detlp(q) [ = exp I},

wobei

I = ( /(O,Oo) In(A) de()\)> 106

exp : RU{—o0} = Ry,

— exp(t) firt € R
exp.—tl—>{0 fiir t = —o00

V,We R(G)Hileodfg
wobei das Integral ein Lebesgue-Stieltjes-Integral beziiglich des von F} induzierten
MafBes auf [0, 00) ist. Man nennt f von Determinantenklasse, wenn det%((G) f>0.

Bemerkung. Da In()\) — —oo fiir A\ — 0%, kann I; = —oo wenn, némlich genau
dann, wenn das Spektrum von |f| nahe 0 zu stark konzentriert ist. Die
Bedingung ,von Determinantenklasse“ schliefit diesen Fall aus und garantiert
detgl({G) f € (0,00).

Es gilt detgelfa)(()) =1, weil ¢(0) = {0}, somit Fy =0, somit [, =0 und somit
det%((G) (0) = exp(0) =1 ist.

Proposition 2.34 (H. Kammeyer [13, S. 127]). Ist G endlich, so gilt

detg}({@f — Ial H AL
Aea(f*f)*

wobei
o(f* )T ={xea(ff)| r>0}
pro(ff)T =N,
p(N) == dimker(f*f — A - id)

107
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und die Fuglede-Kadison-Determinante von f ist die |G|-te Wurzel des Produkts
der Singuldrwerte von f.

Beweis: Siehe [13, S. 127]. O

Ein Beispiel fiir eine Abbildung, welche nicht von Determinantenklasse ist, wird im
folgenden Beispiel gegeben.

Beispiel. Sei G = Z und f = M, mit p(e”?) = e~ Y19l fiir § € (—m, n] unter dem Iso-
morphismus aus Beispiel 2.25. Dann ist (| f|) = [0,e7*/"] und wie in Beispiel 2.31
folgt mit Beispiel 2.30

" oy 46 1 [™1
In(A)dF;(\) = [ 1 NN—==—= [ —df=— 108
[ mam) = [ o5 = 5 [ o=
da fos £df = co. Somit ist detl;;({Z) [ =exp(—o0) =0 und f ist nicht von Determi-
nantenklasse, da ¢ nahe # = 0 superpolynomiell gegen 0 fallt und In|p| daher nicht
integrierbar ist.

~ 6

PE————

1/2 | / P
P4 /

-/ﬂ-‘/
Of‘ 3 /2
0
” T
/2
p—>0beif=0

Abbildung 28: Die Funktion cp(eie) = e 119 quf S'. Nahe 6 = 0 fallt ¢ super-
polynomiell gegen 0 ab, sodass [ In|¢|du = —co und der zugehdrige Operator
nicht von Determinantenklasse ist.

Proposition 2.35 (W. Liick [22, Lem. 3.15]). Seien f,g € Hom(je(G)Hileodfg) dann gilt
det%({c) (9o f) = detg\?}((c;) g- det%((a) f 109
Beweis: Wir haben fiir die Spektraldichtefunktion von g & f:

= dimg g (im BY' @ im B}
110

— BN+ F()

und damit gilt fur die Fuglede-Kadison-Determinante:

43



detE}fG) (9@ f) =expLyg;

—55 [ ()0
(0,00)

:m/ In(X) d(E, + F;)(X)
(0,00) 111

/ Im(\) dE,(\) + / ln()\)de(A)>
(0,00) (0,00)

O

Proposition 2.36 (W. Liick [22, Thm. 3.14]).
deth((G) (g o f) = detgléc) g- detl;;({G> f 112
Beweis: Der Beweis befindet sich in [22, Thm. 3.14]. O

Mochten wir fiir G-CW Komplexe nach der £2-Vervollstindigung nun die Torsion
als alternierendes Produkt der Fuglede-Kadison-Determinanten der Differentiale
definieren, so miissen wir sicherstellen, dass diese von Determinantenklasse sind. In
unserem Fall hilft uns hierbei folgende Proposition, welche zeigt, dass eine grofie
Klasse von Operatoren von Determinantenklasse ist:

Proposition 2.37 (S. Friedl und W. Liick [7, Prop. 1.1]). Sei G eine residuell endliche Gruppe
und
A:ZIGI™ — Z[G]" 113
eine Matrix iber dem Gruppenring. Dann ist der durch Rechtsmultiplikation mit
A definierte Morphismus
P(G)@A:P(G)™ = L2(G)™ 114
von Determinantenklasse.

Hierbei nutzen wir residuell endliche Gruppen:

Definition 2.38 (H. Kammeyer [13, Def. 5.1, S. 87]). Eine Gruppe G heifit residuell endlich,
wenn eine absteigende Folge

von Normalteilern G; <t G von endlichem Index mit [, G; = {1} (Residualkette)
existiert.
Die prototypischen Beispiele von nicht residuell endlichen Gruppen sind:
e Die Baumslag-Solitar-Gruppen

BS(m,n) = {(a,b | ba™b~! = a™), |m|# |n| 116
o Unendliche einfache Gruppen wie Alt(N)
 Divisible Gruppen wie (Q,+), (R, +) oder die Priifer-Gruppe Z[p*>°] = Z[1/p]|/Z
Jedoch sind viele Gruppen denen man begegnet residuell endlich, wie zum Bei-
spiel[13, S. 88]:
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 endliche Gruppen,

o freie Gruppen,

o endlich erzeugte nilpotente Gruppen,

o Fundamentalgruppen von 3-Mannigfaltigkeiten (Geometrisierung),

o endlich erzeugte lineare Gruppen (Untergruppen von GL(n, K) fir ein n und
einen Korper K beliebiger Charakteristik).

Vermutung 2.39 ( H. Kammeyer [13, Conj. 5.43], W. Liick [22, S. 466] ). Sei G eine beliebige
Gruppe und A € M(k,l,Z]|G]) eine Matriz. Dann gilt

det ) (62(G)k 4 122((;)1) > 1. 117

Fiir residuell endliche Gruppen — und allgemeiner fiir sofische Gruppen — ist die
Determinantenvermutung bewiesen:

Theorem 2.40 ( W. Luck [32, Thm. 3.4], H. Kammeyer [13, Thm. 5.53] ). Sofische Gruppen
erfiillen die Determinantenvermutung (Vermutung 2.39). Insbesondere gilt die
Determinantenvermutung fiir alle residuell endlichen Gruppen.

Bemerkung. Die Determinantenvermutung ist entscheidend im Beweis, dass der
wachstumsbeschrinkte Grad der £2-Alexander-Torsion die Thurston-Norm berech-
net (Theorem 4.22). Konkret liefert detgl((a) (2(G)® A) > 1 fiir Matrizen A iiber
Z[G] mit G residuell endlich die Positivitat 72 (N,,~)(1) > 0 (Lemma 4.18),
woraus sich die obere Schranke deg? (7% (N, ¢,v)) < 2y (i) ergibt (Theorem 4.20).
Die umgekehrte Ungleichung gilt zunachst fiir gefaserte Klassen, erstreckt sich durch
Stetigkeit auf alle quasi-gefaserten Klassen (Lemma 4.21) und wird schliefllich durch
Agols virtuellen Faserungssatz (Theorem 3.28) auf alle Klassen verallgemeinert.

2.3.1 Regulare Fuglede-Kadison-Determinante

Im Folgenden méchten wir uns mit Matrizen A € R(G)***, ihren durch Rechts-
multiplikation definierten Operatoren A 3 - : £2(G)* — £2(G)* und deren (leicht
angepassten) Fuglede-Kadison-Determinanten genauer beschéftigen.

Definition 2.41 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, Def. 2.3], Y. Liu [8, S. 13]). Die reguldre
Fuglede-Kadison-Determinante von A ist

dethis,  R(G)F — Ry,

x(G) 0 sonst

JetFKr A {detggfg) A wennrank; A =k 118
und wir nennen A von reguldrer Determinantenklasse, wenn detg(%) A>0.
Wir nutzen hierbei folgende Definition:

Definition 2.42 (7. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, Def. 2.2]). Fiir A € R(G)*** definieren
wir den Rang von A als

rank : R(G)*** — R,

_ 119
rankg (A) = k — dimg g (€2(G)* /im(A>> 1)).
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Nach [3, Lem. 2.3] ist rankgy A = k genau dann, wenn A 3> -: £2(G)* < £2(G)*
injektiv ist.

Auch wenn die Fuglede-Kadison-Determinante und die regulare Fuglede-Kadison-
Determinante leicht zu verwechseln sind, gibt es signifikante Unterschiede zwischen
ihnen. So gilt

det iy (0) = 1 # 0 = det%, (0). 120

Gleichheit herrscht genau in zwei Fallen:

1. A ist injektiv (leicht zu erkennen aus Definition 2.42)

2. A ist nicht von Determinantenklasse (leicht zu erkennen aus Definition 2.33)
Insbesondere erlaubt sie uns, leichter mit Grenzwerten zu arbeiten. Betrachten wir
dafiir die Operatornorm

I+ R(G)* = Ry,

|A]l := sup |A >> o],
[v]=1

121

kxk erhalten. Das Problem der Fugle-

de-Kadison-Determinante und der Nutzen der reguldren Fuglede-Kadison-Determi-

durch welche wir eine Topologie auf R(G)

nante ist hiermit offensichtlich:

EILIBL detEeIfG) (e-id) =0+ detgel((G) (Eli)ré{r € id) =1

122
Tim detfi% (¢ +id) = 0 = dety% (Tim e id) =0
Wir sammeln vorerst einige niitzliche Aussagen iiber die regulare Fuglede-Kadison-

Determinante:

Proposition 2.43 (Y. Liu [8, S. 13]). Treffen wir die folgenden Annahmen:

A € R(G)P*P
(A, € R(G)P"P)en 123
A= lim A,
n—oo
so gilt
lim sup det%f@ (4,) < detgel(%)(A) 124

n—oo
Bevor wir dies beweisen, beweisen wir einige Hilfslemmata.

Lemma 2.44 W. Liick [6, Lem. 4.2]).
dethpst, A = detfis, A* = \/det};;({é) (A*A) = \/det};;({é) (AA*).

Beweis:
dF,((0,A])) = FA(A) — Fy o)

= F,.(\) — F,.(0)
=dFy.((0,A))
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Und Analog haben wir
dF,((0, A]) =dF}.((0,A])

= dF/74((0,A])
:dFA*A((Oa >‘2]>
=dFy4-((0,A?])

126

O

Lemma 2.45 (W. Liick [22, Lem. 3.15 (4)]). Fiir einen positiven Operator A € R(G)F**
existiert ein ey > 0, sodass
Ve > ey : A+ ¢ -idist invertierbar 127

gilt. Insbesondere ist dann A + € injektiv.

Beweis: Es gilt

oc(A+e-id)=0(A)+e CRy+¢ 128
Wihlen wir nun ¢, := info(A), so gilt fir € > ¢:
o(A+e-id) CR., 129
O
Lemma 2.46. Fiir positive, injektive Operatoren A, B € R(G)*** gilt
det iy (A + B) > detlyi) A 130

Bewets: Es gilt
o . |A+B]
Fyyp(A) = dimgg) (ml Ey )

. . A . B
= dim imEy" ' @imFE
je(G)( A A ) 131
= F,(A)
und damit
detf% (A + B) = &xp / In(\) dEy, 5(\)
(0,00)
> exXp / In(X) dF,(A) 132
(0,00)
= detlyi A.
O
Korollar 2.47. Fiir einen positiven, (nicht unbedingt injektiven) Operator
A€ R(G)F gilt
detlpe (A + e -id) > detlys A 133

Das folgende Lemma lasst sich natiirlich auch fiir die regulire Fuglede-Kadison-
Determinante anwenden:
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Lemma 2.48 (W. Lueck [33, Lemma 6.9], S. Friedl und W. Liick [7, Lemma 3.1, S. 33] ). Sei
f € B(L2(G)™, £2(G)"))* ein beschrinkter G-iquivariater Operator.

detlyic (f) < || t=), 134
Beweis: Ist detgl((c)( f) =0, so ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt. Sei also

detW(G)( f) >0 und F; die Spektraldichtefunktion von f. Fiir die Spektraldichte-
funktion gilt

Fy(I£1) = F5(0) = dimge (£2(G)™) — dim e (ker f) = dimy g (im(f)) 135

und Fp(A) = Fy(|f]) fir A > | f]. Mit partieller Integration[22, Lemma 3.15 (1), S.
128] folgt

In(detlys) (f)) = / h In(\) dF;

I£1
= / In()) dF}
I£1
/ i S B 5O gy s s - (506D - F0)) 136
< (Fy(I£) = F;(0)) - In(1£1)
= dimgg) (im(f)) - In(|f])
& detfi; (f) < £ (),

wobei die Ungleichung daraus folgt, dass Fy(\) —F;(0) >0 fir A>0 (da F;

monoton wachsend ist) und somit der Integrand nichtnegativ ist. O
Lemma 2.49 ( W, Lueck [33, Lem. 8.10] ). Fliir einen positiven Operator A € R(G)**F gilt
E11)161 detFKr J(A+e-id) = detl;;(%) (A) 137
Beweis: Fiir € > 0 haben wir
FA+a-id = dimgg ( E‘Aﬁ ldU‘>
= dimg g (im PlA+eidul ([0, \])
( ) 138

Wir haben nun zwei Falle:
1. Ist A injektiv, so ist F4(0) = 0 nach Gleichung 105 und wir haben
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/ In(A) dFy i, = / In(A +¢)dF,
(0,00) ((=&)+,00)

= / In(A +¢) dF, + / In(A + &) dF,
((=)+°)

(0,00)
139
=lIn(e) - F4(0) + / In(A +¢)dF,
(0,00)
:/ In(\ + ¢) dF,.
(0,00)

Fiir € € (0,1] und A > 0 gilt In(A+¢) <In(A+ 1), wobei A - In(\ + 1) beziig-
lich dF, integrierbar ist, da F, auf [0,||A|] konzentriert ist und In(A + 1) dort
beschréankt ist. Andererseits gilt In(A+¢) > In(A) fiir A >0, und A+ In(A)
ist beziiglich dF, auf (0,00) integrierbar, da A injektiv und von Determinan-
tenklasse ist. Somit ist |In(A 4 €)| < max(|In(A)[,In(A+ 1)) eine integrierbare
Majorante, und nach dem Satz der dominierten Konvergenz haben wir

lim In(A+¢)dF, = / lim In(\ +¢) dF,
e—0* e—0+
(0,00) (0,00)
140
= / In(\) dFy.
(0,00)
. Ist A nicht injektiv, so ist F;(0) > 0 und wir haben:
h . .
= detgl({é) ((A|(ker A)t te- 1d|(kerA)J-) De- 1d‘(kerA)) 141

= <<||f|(ker A H + 8) e (m) ) . gldimg ) (ker A)

wobei h; : Proposition 2.35 ist. Wichtig ist hierbei eigentlich nur der 4™z (ker 4)

Term, es gilt namlich

lim ((Hf|(kerA)l|| +€)dimje((;) (im(A(mA)i)))

e—0"
. dimgg) | im( Al e 4yt 142
i, (Wl ] )00 ()
o )
er
Da dimg g (ker A) > 0 ist, aber ¢ — 0%, folgt, dass
Jim detlpicn (A + € -id) = 0 = detip(g (A). 143
a

Beweis zu Proposition 2.43: Nach Gleichung 122 geniigt es den Fall

1inmj£p detle (4,) >0 144
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zu betrachten. Wir wahlen eine Teilfolge (Ank) ey it
,}l)ngo detgl(%) (Ank) = linmﬁsolip det};;fé) (A,)>0. 145

Da detF( )(A ) > 0 fiir hinreichend grofle & ist, finden wir ein K > 0, sodass
fiir alle k > K gilt, dass det} ¢ (4, ) = deths (4, ) >0 und A, injektiv
ist. Wir wissen nach [6, S. 21], dass T*T ein positiver Operator ist, wenn
T e Hom(ﬂ(G)Hileodfg). Wir haben nach Lemma 2.44

detgl(% \/ detFKr Az, ) 146

wobei A7, A, also ein positiver, 1nJektlver Operator ist. Somit gilt fiir € > 0:

\/detF Ax \/detFKr A A, +e-id), 147

wobei die Ungleichung aus Korollar 2.47 folgt. Somit gilt

lim sup det?(%)(An) = kll)m det%(%) (A ) < hm \/ detF A* LA, e 1d)
n—o00 oo
148

= \/dethis (A A+ e - id),

wobei die letzte Gleichheit aus der Stetigkeit der reguldren Fuglede-Kadison-Deter-
minante auf der Untergruppe der invertierbaren Operatoren beziiglich der Normto-
pologie folgt, da A}, A, +e-id fir alle k > K invertierbar ist, wie Lemma 2.45
zeigt. Zuletzt haben wir

lim \/dethi, (A% A + ¢ -id) = /detif, (A4

e—0+ 149
= dethy & %) (4),
nach Lemma 2.49. Somit gilt die zu zeigende Aussage
linm_)s(,)lip detgl(%)(An) < detgel(%) (A). 150
O

Als nichstes moéchten wir zeigen:

Proposition 2.50 (Y. Liu [8, Lem. 3.2]). F'iir einen kofinalen Turm von Quotientengruppen
(L), oy 24 G mit 4, : G =T, und ein Ag € C[G]*** gilt

11m 1 Sup detFKr ((wn) AG) < detFKr)(AG) 151

Wir werden dies beweisen, nachdem wir die verwendeten Begriffe definiert haben.

Definition 2.51 ([34, S. 46] ). Ein kofinaler Turm von Quotientengruppen von G ist
eine absteigende Folge
G>.>I,>..>L>1 152
von endlich erzeugten und residuell endlichen Quotientengruppen von G mit den
jeweiligen Quotientenhomomorphismen
v, :G—1T, 153
sodass gilt:

() ker ¢, = {idg} 154

neN
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Wir treffen kofinale Tiirme von Quotientengruppen in der Praxis héufig an,
zum Beispiel wenn wir die Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit durch ihre
endlichen (zusammenhingenden) Uberlagerungen approximieren wollen. In diesem
Fall ist T,, die Fundamentalgruppe der n-ten Uberlagerung und 4,, die Projektion
von G = m;(N) auf diese Fundamentalgruppe. Wir erinnern auch daran, dass wir
(¥n),, : C[G] = CIL,] auf A; komponentenweise anwenden.

Z]20Z Z]3Z ZJ1Z

Abbildung 29: Betrachten wir den Volltorus N = S x D? mit Fundamental-

gruppe G = m;(N) 2 Z. So kénnen wir seine universelle Uberlagerung durch

die n-ten Uberlagerungen N,,, die nach der Galoiskorrespondenz der Uberlage-

rungstheorie zu den Quotientengruppen Z/nZ korrespondieren, approximieren.
Es ist klar, dass dies ein kofinaler Turm von Quotientengruppen ist.

Nach Definition 2.38 kennen wir bereits einige Gruppen welche keine kofinalen
Tiirme von Quotientengruppen besitzen, zum Beispiel (R, +).

Sei nun ein kofinaler Turm von Quotientengruppen (F”)neN’ uGmity, : G — 1T,
wie in Definition 2.51 gegeben. Sei auch A, € C[G]*** fiir ein k € N.

Lemma 2.52 (Y. Liu [8, Lem. 3.2]). F's gilt fiir alle € > 0:
lim detfyt, (), (A5Ag +e-1))

= ettt (Apdg +<- 1)

155

Beweis: Wir schreiben
B = Ay Ag +¢-1€C[G)F

. 156
B, = (¥,) B € C[[,]**,vn e N.

n

fiir € > 0. Die selbstadjungierten Operatoren B,, erweitern sich auf £ (I‘n)k durch
(C[Fn]ka < W(Fn)ka, sind positiv mit

o(B,) C &, [ Byl
157
o(B) C [&, | B,
Es muss noch gezeigt werden:
lim detiyt ) (B,) = detiyg (B). 158

Angenommen dies wére nicht so, dann miisste ein Abstand § > 0 existieren, sodass
ein Index N € N existiert, sodass fiir alle Folgeindizes n > N gilt:

|det % (B,) — detlys, (B)| > 26. 159
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Wir werden fiir jedes I, einen weiteren endlichen Quotienten I, von I, konstruieren,
sodass die induzierten Matrizen By, := (¢y,) B € C[I, [/]"* die Approximation

|deti7 s, (BY,) — detf;;f;n)(Bn)] <4 160

erfillen. Unser Zwischenziel ist es diesen zu konstruieren. Das machen wir induktiv:
o Fiir n = 1: Wahlen wir einen kofinalen Turm von endlichen Quotienten von Ij:
L>.>0,,>.>0,>0, 161

kxk
Wir haben die induzierten Matrizen B; ; = (lbl,j)*B € C[Pl,j] : fir j € N. Jede
dieser Matrizen hat 0( ) [5 || ] und wir kénnen nach Liick[32, Thm.
3.4 (3)]

»

lim detgf((lil,j)(B- ) = detip(t ) (By) 162

Jj—oo “J
anwenden. Weil die I ; alle konnen wir ein j wéhlen, sodass I, :=1) ; die
gewiinschte Approximation erfiillt, also

[detfis (B, ;) — detft (B))| < 6. 163

e Fir n— n+1: Angenommen wir haben bereits I,_; konstruiert. Analog zu
n = 1 wahlen wir einen kofinalen Turm von endlichen Quotienten von I, jedoch
mit einer Einschrankung :

L,>.>0,,>.>0,>L

n,m

164
wobei [}, o =T} _;

und somit haben wir I} := T, ; fiir ein j € N.
Somit haben wir nun einen kofinalen Turm von endlichen Quotienten I, von G.
Nutzen wir Liick erneut, so haben wir
lim detiyt ) (By,) = detiys (B). 165
Und unsere Annahme aus Gleichung 159 widerlegt, weil wir n grofi genug wihlen
konnen, sodass:

|detiyE (By) — detly) (B)| < |detiyt ) (B)) — detiE (B,)]
+detkfs | (B,) — detkfs, ()] 166
<20
O
Beweis zu Proposition 2.50: Sei € > 0, so gilt:
hy 1
fim sup detif,) (1), 4c) < Hmsupdetif ) ((v,),(Azde +2-1)"
hy 1
= det};eKr (AL Ag +¢e-1)2,
wobei
h, : Nach Lemma 2.52
1
hy : Nach Lemma 2.49 08
O
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Proposition 2.53 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, Prop. 2.4]). Sei G eine Gruppe und sei

A € R[G]*¥*F. Die folgenden Aussagen gelten:

1. Wenn wir zwei Spalten oder zwei Zeilen von A vertauschen, bleibt die regulire
Fuglede-Kadison-Determinante unverdndert.

2. Wenn H< G mit [G: H] <ocoundt: H— G ist, gilt

detipir) (1. (A)) = detipg (A)EHL 169

3. (5) Falls G eine Untergruppe einer Gruppe H ist, dann kénnen wir A € R[H]***
betrachten und es gilt

detip(r) (A) = detip&) (A). 170

Beweis: (1) Es ist klar, dass das Vertauschen von Spalten oder Zeilen die regulére
Fuglede-Kadison-Determinante nicht verandert, da dies die Spektraldichtefunktion
nicht veréindert. [22, Thm. 1.12] und [22, 3.14] O

Lemma 2.54 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, Lem. 9.3] ). Sei die folgende kurze exakte

Folge in Grp gegeben:

2
0 > H < y G » > 0

Wir wihlen p € G mit p(pu) = 1. Angenommen, wir haben eine quadratische

Matriz der Form
Box * B
0 id, —t'vid, O
. ¢ Y *
Boox * B

171

wobei (Pi)i=1,2,3,4 Matrizen tiber Z[G] sind, v € G die Bedingung p(v) = r erfillt
und X, Y € Z[H|™"™ sind. (* sind immer beliebige passende Matrizen iiber Z[H])
Dann existiert ein A € Z[H]m<0+1n - sodass

0 id, —tTvid, O id,.,, 0
FK n n _ FK rn
detje((r;) ™ . .| = detﬁ(é) x A+ t,u( o 0) * 172
B« x B B« B

fiir alle t € RT.

Beweis: Wir starten mit
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detgg(%)

FKr

B+ x B
0 id, —trurid, 0
x X Yvlum o«
Boox * By

10 0 O
01 0 0
00 v1ium 0
00 0 1

173

Wir kénnen die dritte Spalte nach Proposition 2.53 (4) mit v~ !u™ multiplizieren.

P x 0 0 0
0 id, 0 .. O
0 id,
0 . 0
0 0 id,
* X ... 0 0
E « 0 0 0

« B
—trprid, 0
—tr=lyr=1id_ 0
: 0
—tpid,, 0
Yv-1pur *

* By

174

Indem wir Proposition 2.53 (1) und (3) anwenden, ist es komplett klar, dass wir
die Identitatsmatrix in der Mitte der Matrix einfiigen kénnen und die Werte in der
zweiten Spalte von rechts hinzufiigen kénnen.

FKr

P« 0 0 0 B
0 id, —tpid, .. 0 0
0 0 id, - 0
0 0 oo—tpid, 10
0 0 id, —tuid, 0
x X 0 0 Yv—1lur x
B o« 0 0 0 * P,

175

Mittels Proposition 2.53 (2) und (3) kénnen wir fir jeden Block von Block 3
bis Block r +1 sein —tu faches auf den dariiberliegenden addieren. Nun vertau-
schen wir die Blockspalten des mittleren (r 4 1) x (r + 1)-Blocks zyklisch via
(1,2,...,7r+ 1)~ (2,3,...,7+ 1,1) und multiplizieren die ersten r Blockzeilen mit
—1. Dadurch wandern die —tpu - id,,-Eintrédge von der oberen Nebendiagonale auf
die Hauptdiagonale und wir erhalten die gewiinschte Form
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id,,, 0
A+tu 0 ol 176

Nach Proposition 2.53 (1) d&ndern Spaltenvertauschungen und Multiplikation von
Zeilen mit —1 die reguldre Fuglede-Kadison-Determinante nicht. O

Lemma 2.55 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, Lem. 9.4]). Sei die folgende kurze exakte
Folge in Grp gegeben:

12
0 > H ¢ y G » > 0
Sei p € G mit p(p) # 0 und sei w € H. Dann gilt fiir alle t € RY, dass:

. (1 —t
detgg({G)<1 _5) = max{1,t}. 177
Beweis:
Fe (1 =t _ o FKe L 0) (1 —tp
g FKr (1 tu
1 0 1 t 178
FKr —tlp
=etfe (o 1) (0.0 "))
Frr (1 —tp
— detR(G) (0 1 twillu

Es gilt ¢(w'p) # 0, insbesondere ist w™'y ein Element von G mit unendlicher
Ordnung. Das Lemma folgt unmittelbar aus O

2.3.2 Fuglede-Kadison-Determinante und das Mahler-Maf3

Die direkte Berechnung der Fuglede-Kadison-Determinante einer Matrix iber einem
Gruppenring R[G] ist im Allgemeinen sehr schwierig [3, S. 11]. Ist G jedoch frei
und abelsch, so lasst sich die Fuglede-Kadison-Determinante durch das Mahler-Mafs
(benannt nach Kurt Mahler, ein Australischer Mathematiker deutschen Ursprungs,
1903 - 1988) ausdriicken[3, Abschnitt 2.7], [22, Aufgabe 3.8]. Zur Motivation dessen
mochten wir ausdriicklich auf Beispiel 2.30 mit Fourier-Transformation verweisen.

Definition 2.56 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, 5. 11]). Sei p € R[zE!, ..., 2] ein
multivariates Laurent-Polynom. Das Mahler-Maj$ von p ist definiert als

m(-) : R[E, ., 2] — (0,00)

m(0) =0

m(p) == eXpL/zﬂ.../%lnw(e"tl L ette)| dty - dty
(271-)143 o o PRERE) 1 k

Allgemeiner: Ist H eine freie abelsche Gruppe von Rang k und p € R[H]| mit p # 0,

179

so wihlen wir einen Isomorphismus f:ZF — H, welcher einen Isomorphismus
R[Z*] =R[21, ..., zf'] > R[H] induziert, und setzen m(p) := m(f, " (p)). Dies ist
unabhingig von der Wahl von f. Fiir die triviale Gruppe H =1 und p € R\ {0}
gilt m(p) = |p|.
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Fiir Laurent-Polynome p, ¢ # 0 gilt, dass das Mahler-Mafl multiplikativ ist:

m(pq) = m(p) - m(q)- 180
Fiir ein univariates Laurent-Polynom p(z) = D - 2™ - Hizl(z —b;) mit D € R\ {0},
n € Z und by, ...,b, € C\ {0} liefert die Jensensche Formel [3, S. 11, Gl. (2)], [35,
Lem. 1.9] die explizite Darstellung

l
m(p) = |D| - [ [ max{1, |b,]}. 181
=1

Korollar 2.57 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, 8. 13]). Angenommen g € G hat unendliche
Ordnung und sei t € RT. Dann gilt

detlp(& (1 — tg) = max{1,t}. 182

Bewets: Nach Proposition 2.53 haben wir detgg(%)(l —tg) = detgl((srpan(g))(l —tg).
Nach Lemma 2.6 wissen wir, dass detgggpan (gn(1 —tg) gleich dem Mahler-
Maf von 1—tg ist, betrachtet als Polynom in g. Nach (2) haben wir
m(1—tg) =m((—t)(g—t1)) =| —t| - max{1,¢t 1} = max{1,t}. O
Der folgende Zusammenhang zwischen der reguliren Fuglede-Kadison-Determinan-
te und dem Mahler-Maf ist zentral fiir die Berechenbarkeit von £2-Torsionen.

Lemma 2.58 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, Lemma 2.6, S. 12] ). Sei H eine freie abelsche
Gruppe und A € R[H|**%. Dann gilt

detly ) (A) = m(detgz(A)), 183
wobei ety (A) € R[H] die gewshnliche Determinante der Matriz A ist.
Beweis: Die Aussage, dass A genau dann vollen Rang hat, wenn dety H](A) #+0,
folgt daraus, dass Rechtsmultiplikation mit A auf R[H]* genau dann injektiv ist.
Fiir detgp(A) # 0 ist die Gleichheit detfyf, (A) = detly ;) (A) = m(detgy(A)) in
[36, Abschnitt 1.2] bewiesen, aufbauend auf [22, Aufgabe 3.8]. O

2.4 ¢/2-Torsion

Nachdem wir nun die Fuglede-Kadison-Determinante detggfg) eingefithrt haben und
die kanonische unitire Darstellung - << - definiert haben, kénnen wir die £2-Torsion
definieren. Starten wir mit einem zusammenhangenden, endlichen G-CW-Komplex
X und betrachten den - <« --getwisteten Kettenkomplex

C(X;- < -) € Chy ( 4()HilbMod'®)

O(X; <) = 2(G) ®zg C(X)
wie aus Definition 2.18. Wir mochten unter gewissen technischen Voraussetzungen
an das resultierende Objekt in Chb( ﬁ(G)Hileodfg) die £2-Torsion definieren.

Sei C' € Chy, ( £(G)Hi1bModfg ) mit 0 die dazugehorige Randabbildung. Wir erinnern
an die Definition der (reduzierten) £2-Betti Zahlen

b (C) = dimg ) Hi (O), 185

184

wobei

HP'C) = ker(d,) /im (0, ) 186
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die (reduzierte) £?-Homologie[22, 1.1.7], [22, Def. 1.16].

Definition 2.59 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, S. 13], W. Liick [22] ). Wir nennen C:

o (schwach) £%-azyklisch, wenn alle £2-Betti-Zahlen verschwinden: bf)(C) =0 fir
alle k € Z

o wvon Determinantenklasse, wenn jeder Randoperator 9;, von Determinantenklasse

nach Definition 2.33 ist, das heif3t f(O,oo) In(A) dFak > —0 fiir alle k;
o det-0?-azyklisch, wenn er schwach ¢2-azyklisch und von Determinantenklasse ist.

Beispiele fiir det-¢2-azyklische Kettenkomplexe sind:
. 2(G) ®z;c) C(X) fiir einen endlichen zusammenhéngenden G-CW-Komplex X
mit 7, (X) = G.
. 2(G) Q®zic1 € (]\7.7 ) fiir eine asphérische geschlossene orientierbare n-Mannig-
faltigkeit M mit 7 (M) =G und verschwindendem simplizialen Volumen®
| M), = 0.
FEine offene Vermutung ist, ob fiir jede asphérische geschlossene orientierbare n-Man-
nigfaltigkeit M mit n > 1 und verschwindendem simplizialen Volumen ||M]; =0
die £2-Torsion p® (]\7) verschwindet[39, S. 59].
Definition 2.60 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, S. 13-14] , S. Friedl und W. Liick [7, S. 25] , H.
Kammeyer [13, S. 132]). Die £2-Torsion von C ist
r2(0) = ] (dett;, 0,) " € [0,00) 187
keZ
Ist (C,d,) nicht det-£2-azyklisch, so setzen wir 7(2)(C) := 0.
Je nach Autor und Kontext wird auch die additive £?-Torsion
p?(C) = —Int?(C)
=3 (~1)¥* Indetl; 8, € R, 188
ke
verwendet[13, S. 140], [22], oder nur der Betrag betrachtet. Eine unterschiedliche
Konvention beziiglich des Vorzeichens, beziehungsweise des Exponenten verwendet.
Hieraus erhalten wir direkt die £2-Torsion eines G-CW-Komplexes, beziehungsweise
einer passenden Mannigfaltigkeit N:

Definition 2.61 (Y. Liu [8, S. 985]). Sei N eine kompakte 3-Mannigfaltigkeit und
v € Homg, (7, (N),G). Wir nennen (N,~) schwach €*-azyklisches Paar, wenn die
Uberlagerung Ny, (,) von N, die ker(y) entspricht, als im(vy)-Raum verschwindende
(2-Betti-Zahlen besitzt: bf) (Nkerm; im(’y)) = 0 fiir alle k.

Die Wahl einer CW-Struktur auf N ist hierbei irrelevant, da ¢?-Betti-Zahlen
Homotopieinvarianten sind, wie folgendes Resultat zeigt:

Um mit der #2-Torsion warm zu werden, mochten wir diese an einem Beispiel
priifen.
Beispiel. Der Torus 72 = S* x S! ist asphérisch mit 7, (7?) = Z2. Da T? nichttri-
viale Selbstiiberlagerungen beliebigen Grades besitzt (z.B. (21,2,) b (27, 2,) fiir

3Fiir die Definition des simplizialen Volumen siehe[37, S. 216] und [38]
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d > 2) und das simpliziale Volumen eine nicht-negative reelle Zahl ist, welche
multiplikativ unter endlichen Uberlagerungen nach [38, 4.1] ist, folgt |T2|, = 0.
Der CW-Komplex von T? hat eine 0-Zelle, zwei 1-Zellen a,b und eine 2-Zelle
(sieche Abbildung 6). Der zellulire Kettenkomplex der universellen Uberlagerung ist
9y 9,
0 —— 2]z} — Z[2*)? —— 2[2}] —— 0
mit 8, = (1-t s—1)7 und 8, = (s—1 t-1), wobei Z2 = span{s, t}/[s, t]. Hierbei ist
0; = (s—1 t-1) klar, jedoch 0y nicht direkt. Die 2-Zelle wird entlang des Kommuta-
tors aba~'b~! angeklebt und die Fox-Ableitungen der Relation r = sts~'t~! liefern
8y = (1-t s—1)". Fiir den Fox-Kalkiil verweisen wir auf [40, S. 547, (A) und §2]
und dass 0, durch die Fox-Ableitungen hier gegeben ist finden wir in [41, S. 2].
Konkret berechnet man im freien Gruppenring Z[F(s,t)] mit der Leibnizregel*
D(uv) = D(u) + uD(v) und D(g~t) = —g~1D(g):

Or .05 g 0 . 05 | g O

0s 0s 0s 0s 0s
=1-14s5-0+st-(—s1)+stst-0 189
=1—sts 1.

Analog:
or _1. 0s ts @ 4t st 4+ sts1. ot1
at at ot ot ot
190

=1-0+s-1+st-0+sts - (—t1)

=s—sts1t7L.
Projiziert man auf Z[Z?] via sts™*t~! 5 1 (also sts™! =t), so erhilt man die Fox-

Jacobi-Matrix
or
3s 1—sts™! 1—t
— | os | — —
0z = <@> N (s—stsltl) B (s — 1)' 191
ot
Aus dem selben Selbstiiberlagerungs-Argument folgt bf) (T2) = 0 fiir alle n > 0[13,
Korollar 3.35], sodass p®(T?) definiert ist. Per Poincaré-Dualitit heben sich die
Determinantenbeitriage auf:
p@(T?) =" (—1)? Indetlyy. 8, = 0. 192
P

Die Vermutung ist fiir T2 also bestitigt.

Theorem 2.62 (H. Kammeyer [13, Thm. 6.9]). Angenommen, alle auftretenden G-

CW-Komplezxe sind von Determinantenklasse.

1. Homotopieinvarianz. Angenommen, die endlichen, freien, £*-azyklischen G
-CW-Komplexe X und Y sind G-homotopieiquivalent und die Determinanten-
vermutung gelte fiir G. Dann ist p?(X) = p?(Y).

2. Additivitat. Sei X ein G-CW-Pushout von endlichen, freien G-CW-Komplexen

‘Die Leibnizregel ist definiert in [40, S. 550 (1.2)] als D(uv) = D(u) - v° + w - D(v), wobei (-)°
den induzierten Ringhomomorphismus Z[F(a,b)] — Z[1] gegeben dem Gruppenhomomorphismus
o: F(a,b) — 1 beschreibt. Die Inversionsregel D(g~!) = —g~!D(g) folgt hieraus mittels der Addi-
tivitat von D.
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wobei die obere Abbildung eine Inklusion als G-invarianter Subkomplez ist.
Falls drei der Raume €2-azyklisch sind, so ist es auch der vierte, und wir haben
PP (X) = pP (X)) + pP(Xy) — pP(X). 193

3. Multiplikativitat. Sei X — Y eine d-blittrige Uberlagerung endlicher CW-Kom-
pleze, sodass X oder Y 0%-azyklisch ist. Dann ist es auch der jeweils andere und
es gilt

PP (X)=d- p?(Y). 194

4. Produkte. Seien X undY endliche, freie G- bzw. H-CW-Komplexe, sodass X £?
-azyklisch ist. Dann ist auch der (G x H)-CW-Komplex X x Y £?-azyklisch und
es gilt

PP(X X Y) = P (X) - x(H\Y). 195

5. Poincaré-Dualitit. Sei X ein endlicher, freier, £%-azyklischer G-CW-Komplex,
sodass G\ X eine orientierbare, geschlossene 2n-Mannigfaltigkeit ist. Dann ist
p?(X) =0.

6. Hyperbolische Mannigfaltigkeiten. Angenommen, G \ X ist eine (2n + 1)-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit. Es werde vorausgesetzt, dass sie entweder geschlossen
und hyperbolisch ist oder einen Rand besitzt und das Innere eine hyperbolische
Metrik mit endlichem Volumen trdagt. Dann gilt

p?(X) = (-1)"C, -vol(G \ X) 196
fiir eine positive Konstante C,,, die nur von der Dimension abhdngt.

Wir werden keine Beweise hierfiir angeben, da dies zu viel Platz in Anspruch nehmen
wiirde. Dennoch gibt es eine Auflistung der relevantesten Quellen in [13, Thm. 6.9].

2.4.1 Zusammenhang mit der Reidemeister-Torsion

Sei H eine freie abelsche Gruppe und R(H) := frak(R[H]). In Beispiel 2.20 konnten
wir bereits leichte Ahnlichkeiten von der Reidemeister-Torsion zu der £2-Torsion
erahnen (dort jedoch mit Q(¢)). Eine Briicke zwischen diesen Torsionsinvarianten
bildet das Mahler-Maf$ (siehe Definition 2.56) mittels der folgenden Proposition:

Proposition 2.63 (3. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, Proposition 3.3, S. 15] ). Angenom-
men es gilt H € Ab ist eine abelsche Gruppe, welche frei ist (H,,, = 0), und
C € Ch, (R[H]®) ist ein basierter Kettenkomplex, dann gilt

7(C) = m(R(H) ®giy) C) 197

Beweis: Die Aussage folgt aus [3, Proposition 3.3] , welche wiederum auf [22,
Lemma 1.34] und Lemma 2.58 beruht. Das Ergebnis folgt dann durch Auflésen des
alternierenden Produkts in der Definition der #2-Torsion. O
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3 3-Mannigfaltigkeiten

Unsere strenge Annahme, dass jede 3-Mannigfaltigkeit N glatt ist, konnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit auf stiickweise-linear oder nur auf die Forderung,
eine topologische Mannigfaltigkeit zu sein, abschwiichen. Nach dem klassischen
Resultat von Moise[42] hat jede topologische n-Mannigfaltigkeit eine eindeutige
Triangulierung zu einem Simplizialkomplex (die Triangulierbarkeitsvermutung gilt),
dessen kombinatorischer Typ bis auf eine gemeinsame Unterteilung eindeutig ist (die
Hauptvermutung gilt) fiir alle n < 3. Somit hat jede 3-Mannigfaltigkeit eine eindeu-
tige stiickweise lineare Struktur und weil jeder Simplizialkomplex ein CW-Komplex
ist, auch eine eindeutige CW-Komplex-Struktur. Jede Triangulierung kann zudem
in eine glatte Struktur uberfithrt werden, die bis auf Diffeomorphismus eindeutig
ist, woraus folgt, dass jede 3-Mannigfaltigkeit auch eine eindeutige glatte Struktur
besitzt [43]. Wir konnen somit annehmen, dass jede 3-Mannigfaltigkeit glatt ist.

Definition 3.1. Eine 3-Mannigfaltigkeit N hat toroidalen Rand, wenn
oN =T, 198

mit T, = T? fiir alle i.

Beispiel. Ein Beispiel einer 3-Mannigfaltigkeit mit leerem Rand ist der 3-Torus
T3 = 8! x 8! x S': er ist kompakt, zusammenhingend und orientierbar.

Abbildung 30: Die 3-Mannigfaltigkeit 2. Wir betrachten [0, 1]3 und identifizie-

ren die gegeniiberliegenden Seiten. Die 1-Zellen sind hierbei gefiarbt dargestellt

und eine eingebettete tubulare Umgebung des 83 Knoten ist zur Kenntlichma-
chung der Orientierung eingebettet.

Beispiel. Ein Beispiel fiir eine Mannigfaltigkeit mit toroidalem Rand ist das Knoten-
komplement X, = $3 \ v(K) eines nicht-trivialen Knotens K C S3: es ist kompakt,
zusammenhingend, orientierbar, und sein Rand X ;; = T? ist ein (inkompressibler)
Torus. Im Gegensatz dazu hat der Henkelkérper vom Geschlecht 2 Rand 0H, = ¥,
also eine Flache vom Geschlecht 2, und damit keinen toroidalen Rand.
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Abbildung 31: Links: Knotenkomplement (Knoten 6, ). Rechts: Henkelkorper
vom Geschlecht 2.

Da wir im Folgenden hiufig riemannsche Mannigfaltigkeiten betrachten, erinnern
wir uns zunichst an die zugrundeliegende Definition und den Metrikbegriff.

Definition 3.2 (P. Petersen [44, S. 2] ). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine riemann-
sche Metrik auf M ist eine glatt von p € M abhéngige Familie von Skalarprodukten
gy T,M xT,M — R. 199

Das bedeutet, fiir zwei glatte Vektorfelder X und Y ist g, (X |p, Y|p) eine in p glatte
Funktion. Das Paar (M, g) heiit riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition 3.3 (W. H. Jaco und P. B. Shalen [45]). Fiir eine k-Mannigfaltigkeit N eingebettet
in eine n-Mannigfaltigkeit M mit k < n heillt N eigentlich eingebettet, wenn

NNOM =0N 200
Betrachten wir den Volltorus V := S' x D? mit 9V = T?2. Fiir die obere Halbscheibe
Dt :={1} x{(z,y) € D? |y >0} >V 201

gilt
DT noV = {1} x {(z,y) € S* | y > 0} + 8D™, 202

da der Durchmesser {1} x [—1,1] x {0} in D", aber nicht in OV liegt. Hin-
gegen ist die Meridianscheibe D := {1} x D? < V eigentlich eingebettet, denn
DoV = {1} x §* = aD.
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Abbildung 32: Links: Die obere Halbscheibe D' (blau) nicht eigentlich einge-
bettet in V. Rechts: Die Meridianscheibe D (griin) eigentlich eingebettet mit
DnNoV =0D.

In der Literatur finden sich zwei dhnliche, aber nicht Aquivalente Definitionen fiir
eigentliche Einbettungen. Eine Andere wére zu fordern, dass die Urbilder kompakter
Mengen wieder kompakt sind beziiglich der Einbettung ¢ : N — M, so wie [46]. Man
kann zeigen, dass fiir kompakte N beide Definitionen #quivalent sind [47] und wir
verwenden daher obige Definition.

In der Herleitung von Proposition 3.21 haben wir die transversalen eingebetteter
Flichen zu einer gegebenen Kohomologieklasse ¢ € H'(M;Z) betrachtet. Dafiir
benttigen wir jedoch folgende Definition:

Definition 3.4 (V. Guillemin und A. Pollack [48, S. 28]). Seien X und Z Untermannigfal-
tigkeiten einer glatten Mannigfaltigkeit Y. Wir sagen X und Z schneiden sich
transversal (geschrieben X h Z), wenn fiir jeden Punkt € X N Z die Tangential-
riume den gesamten Tangentialraum der umgebenden Mannigfaltigkeit aufspannen:
T.X)+T,(2)=T,(Y). 203
Allgemeiner heifit eine glatte Abbildung f : X — Y transversal zu einer Unterman-
nigfaltigkeit Z C 'Y (geschrieben f i Z), wenn fiir jedes x € f~1(Z) gilt:
im(df,) + Ty (Z2) = Tp)(Y), 204
wobei df, : T,,(X) — T}, (Y) das Pushforward Differential ist.
Beispiel. Fiir P, := span{e;, e, } und B, := span{e;, e5} gilt
T,(R) + T,(F) = span{ey, e, } + span{e;, eg} = R® 205

fir alle p € B, N B, also B, M B,.

gl

Abbildung 33: P, (blau) und P, (rot) schneiden sich transversal; P, N B, (griin)
ist die x-Achse.
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Beispiel. Fiir f:[-1,1] = R3, f(t)=(1,t,00T ist f1(S?) ={0} mit
p = f(0) = (1,0,0). Es gilt im(df;) = span{e,} und T,,(5?) = span{e,, ez}, also
im(dfy) + T,(5?) = span{e,, e3} # R?, 206

da e, fehlt. Somit ist f nicht transversal zu S2.

S?

"H

Abbildung 34: S? (Drahtgitter) und im(f) (orange) tangential in p. Die Rich-
tung e; (gestrichelt) fehlt in im(df,) + T, (S?).

Definition 3.5 (W. Lick [49]). Eine kompakte, zusammenhingende, orientierbare
Flache F, die eigentlich in M eingebettet ist oder in M eingebettet ist, heifit
inkompressibel, wenn Folgendes gilt:

o F < M induziert eine Injektion der Fundamentalgruppen 7 (F') < 7, (M)
e F ist nicht homdomorph zu S?

o Falls F = D? ist, gilt F ¢ OM und es gibt kein eingebettetes D3 C M mit
0D3 Cc D? UdM.

Ist F' nicht inkompressibel, so heif3t F' kompressibel.
Wir sagen, OM ist inkompressibel in M genau dann, wenn M leer ist oder jede
Zusammenhangskomponente C' von M im obigen Sinne inkompressibel ist.

0000

Abbildung 35: F = ¢;(S* x I) kompressibel eingebettet in D? x S und Kom-
pressionsscheibe C' C M hier in rot dargestellt
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O @

F’ C’

Abbildung 36: F/ = im ¢y mit ¢y : S? x I < D? x S inkompressibel eingebet-

tet in D? x S!, indem S' auf den Lingengrad geschickt wird. Es gibt keine

Kompressionsscheibe C' ¢ M wie hier in griin dargestellt. Wohl aber wére
t3im 1y mit 5 : D? x ST < R3 kompressibel.

3.1 Primzerlegung und Geometrisierung

Definition 3.6 (L Bokoru. a. [50]). Seien M und N zwei orientierte n-Mannigfaltigkeiten.
Wiihle eine orientierungstreue Einbettung ¢ : D™ < int(M) und eine orientierungs-
umkehrende Einbettung ¢ : D™ < int(N). Die verbundene Summe von M und N ist
(M \ (int(D"))) U (N \ (int(D") »0r
n—1 :
{e®) ~¥(p) | p € S}

Der Isomorphietyp von M#N héngt nicht von der Wahl der Einbettungen ab, und
es gilt O(M#N) = 0M U ON nach [51, S. 65] .

M#N =

M N Y(int(D?))  ¢(int(D?)) M#N
&= & e &

Abbildung 37: Die verbundene Summe T2#T?

Definition 3.7 (3. Hempel [52, S. 28] ). Eine 3-Mannigfaltigkeit M heiit irreduzibel, wenn
jede eingebettete 2-Sphiare S? C M eine 3-Kugel D®> C M berandet.

Beispiele fiir (nicht unbedingt kompakte) irreduzible 3-Mannigfaltigkeiten sind:

« R3 der reelle euklidische 3-dimensionale Raum

e der 3-Torus T3

e 53 die 3 Sphire

o Die Linsenrdume L-(1,1) und L,(1,2) [49, S. 25]

Gegenbeispiele wiren [—2,2]3 \ D3, oder aber S? Faserbiindel iiber S!, welche in

der Folgenden Definition relevant werden:
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Abbildung 38: Ein Knotenkomplement X, (hier dargestellt von 8;) ist irredu-
zibel. Wir erinnern daran, dass der Quotient [0,1]3/8[0, 1] 2= S3 ist.

Lemma 3.8 (W. Liick [49, S. 14]). Insbesondere sind Knotenkomplemente irreduzible 3-
Mannigfaltigkeiten mit inkompressiblem, toroidalem Rand.

Definition 3.9 (W. Liick [49, S. 11], J. Hempel [52, S. 27] ). Eine 3-Mannigfaltigkeit M heif3t
prim, wenn fiir jede Zerlegung als verbundene Summe M = M, #M, gilt: M, = §3
oder M, == S3.

Wir sehen direkt, dass jede irreduzible 3-Mannigfaltigkeit prim ist. Die einzigen prim
3-Mannigfaltigkeiten, welche nicht irreduzibel sind, sind S? Faserbiindel iiber S* [52,
Lem. 3.13]. Es gibt genau zwei solche Biindel, klassifiziert durch m,(Diff(S?)) = Z/2
5: das triviale Biindel S? x S! und das verdrehte Biindel S? X S, wobei letzteres
der Abbildungstorus der Antipodalabbildung a : S? — S2, a(x) = — ist.

S? x {1} S?2 x {1}

Abbildung 39: Die zwei S2-Faserbiindel iiber S*. Dargestellt als S? x [0, 1] mit

Identifikation der Randsphéren. Links: das triviale Biindel $? <+ §2 x St — St

(Identititsverklebung). Rechts: das getwistete Biindel $% < §2 x §1 — S?
(Antipodalverklebung). Farblich gleiche Punkte werden identifiziert.

Proposition 3.10. Jede 3-Mannigfaltigkeit M, die nicht homéomorph zu S ist,
besitzt eine Primzerlegung

M = M, #My#..#M, 208
wobei jedes M; prim und nicht homéomorph zu S ist. Diese Zerlegung ist eindeutig
bis auf Permutation der Summanden und Homdomorphismus.

Beweis: Siehe [54, S. 4-7]. Die Existenz folgt induktiv durch Zerlegen entlang
wesentlicher® 2-Sphéiren. Der Prozess terminiert, da die Anzahl disjunkter wesent-

Nach [53, Thm. A] gilt Diff(S?) = O(3), also m,(Diff(S?)) = Z/2.
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licher Sphéren durch die Tetraederanzahl einer Triangulierung beschrankt ist. Die
Eindeutigkeit folgt durch Chirurgie entlang der Schnittkreise zweier zerlegender
Sphéarensysteme. O

3.2 JSJ-Zerlegung

Aufler der Primzerlegung Proposition 3.10 gibt es eine weitere kanonische Zerlegung
kompakter, irreduzibler, orientierter 3-Mannigfaltigkeiten. Spalten wir M entlang
von Tori statt Sphéiren, so erhalten wir die sogenannte JSJ-Zerlegung nach Jaco-
Shalen und Johannson:

Theorem 3.11 (W. Liick [49, 8. 21]). Sei M eine irreduzible 3-Mannigfaltigkeit mit

inkompressiblem Rand.

1. Es gibt eine endliche Familie paarweise disjunkter, paarweise nicht-isotoper
inkompressibler Tori in M, die nicht zu Randkomponenten isotop sind und
M in Stiicke zerlegen, die entweder Seifert-Mannigfaltigkeiten oder geometrisch
atoroidal sind, das heifst keinen eingebetteten inkompressiblen Torus enthalten
(aufSer maglicherweise parallel zum Rand).

2. Fine minimale derartige Familie ist bis auf Isotopie eindeutig.

wobei wir fiir dieses Theorem noch die benétigten Begrifflichkeiten einfiithren
milssen:

Definition 3.12 ( W. Liick [49, S. 22], P. Scott [55, S. 428]). Eine Seifert-Mannigfaltigkeit ist
eine 3-Mannigfaltigkeit, die eine Zerlegung in disjunkte Kreise, genannt Fasern,
besitzt, so dass jede Faser eine Umgebung hat, die eine Vereinigung von Fasern
ist und isomorph zu einem gefaserten Volltorus oder einer gefaserten kleinschen
Vollflasche ist.

Diese Definition ist die erweiterte Fassung von Peter Scott[55] aus 1983. In der
urspriinglichen Definition von Seifert (und den meisten anderen Authoren bis
zu diesem Zeitpunkt), war die gefaserte kleinsche Vollflasche nicht teil der Defini-
tion[55, S. 29]. Seitdem ist sie jedoch in den mathematischen Kanon geflossen und
wird beispielsweise auch von Liick verwendet[49, S. 14].

Wir konstruieren Seifert-Mannigfaltigkeiten folgendermafien: Wir betrachten den
trivial gefaserten Volltorus, was nur der Volltorus gegeben dem Faserbiindel
S' = S1 x D* 3 D? ist. Die Fasern sind demnach dann gegeben durch

o1 :D? — {{(re',0,) | 6, € S'} | re?®> € D?}
o (rewZ) = {(rei92,91) | 0, € Sl}
Ein gefaerter Volltorus ist nun eine endliche Uberlaﬁerung eines trivial gegfaserten

Torus, beziiglich der Folierung durch Kreise S' — St x D? = D?. Wir konnen
einen solchen gefaserten Volltorus konstruieren, indem wir einen trivial gefaserten

209

Volltorus entlang von {6;} x D? fiir ein 6; € S* aufschneiden, eine der erhaltenen

g

Scheiben um » einer vollen Umdrehung drehen und wieder zusammenkleben. Dieser

SEine Flache S C M heifit wesentlich, wenn sie inkompressibel und 0-inkompressibel ist, d.h. fiir
jede Scheibe D C M mit 0D =aUf (a C S, B CIM, an B =9da = 0pB) existiert eine Scheibe
D’ C S mit o C 8D’ und 8D’ \ o C 3S [54, S. 15].
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gefaserte Volltorus wird von einem trivial gefaserten Volltorus tiberdeckt, wobei die
Uberlagerung p-fach ist.

Eine gefaserte kleinsche Vollflasche wird analog konstruiert, indem man einen
trivial gefaserten Volltorus entlang von {6;} x D? aufschneidet und die beiden
Scheiben durch eine Spiegelung wieder zusammenklebt. Da alle Spiegelungen der
Scheibe zueinander konjugiert sind, gibt es bis auf gefaserten Homéomorphismus
nur eine gefaserte kleinsche Vollflasche, und diese wird von einem trivial gefaserten
Volltorus zweifach tiberlagert.

Wir mochten ein Paar solcher Seifert-Mannigfaltigkeiten betrachten und ein
Gefiihl dafiir bekommen, wie sich das Leben in einer dieser 3-Mannigfaltigkeiten
anfithlen wiirde:

Abbildung 41: Fundamentalbereich

Abbildung 40: Fundamentalbereich
. . nach passender Zusammenklebung
eines trivial gefaserten Volltorus. . .

. . . der Seiten. Wir erkennen klar, dass
Eine Umgebung einer Faser bildet ) ] ]
. die Strafle als Faser zu einem Kreis
bspw. die Strafie d

w

Abbildung 42: Gefaserter Volltorus
mit ¢/p =1/3 vor dem Zusammen-
kleben der Seiten

Abbildung 43: Gefaserter Volltorus
mit ¢/p = 1/3 nach dem Zusammen-
kleben der Seiten
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Abbildung 44: Dreifache Uberlage- Abbildung 45: Dreifache Uberlage-

rung des gefaserten Volltorus mit rung des gefaserten Volltorus mit
q/p = 1/3 vor dem Zusammenkleben ¢/p =1/3 nach dem Zusammenkle-
der Seiten ben der Seiten

Abbildung 47: Gefaserte kleinsche
Abbildung 46: Gefaserte kleinsche Vollflasche, nachdem wir die Seiten
Vollflasche, bevor wir die Seiten zu- zusammenkleben. In dieser 3-Man-

sammenkleben. nigfaltigkeit gibt es keine Chiralitét,

da sie nicht orientierbar ist.

Es ist vollkommen klar, dass jedes S!-Faserbiindel iiber einer Fliche eine Seifert-
Mannigfaltigkeit ist[55, S. 29] und das folgende Lemma wird hiermit motiviert, dass
uns auch eine Riickrichtung liefert:

Lemma 3.13 ( W. Liick [49, S. 14] ). Hat eine 3-Mannigfaltigkeit M unendliche Funda-
mentalgruppe und leeren oder inkompressiblen Rand, so ist M genau dann eine
Seifert-Mannigfaltigkeit, wenn es eine endliche Uberlagerung p : M’ — M gibt, die
der Totalraum eines S'-Hauptfaserbiindels iiber einer kompakten orientierbaren
Fliche ist.

Definition 3.14 (W. Lick [49, S. 22]). Sei M eine irreduzible 3-Mannigfaltigkeit mit
inkompressiblem Rand. Eine minimale Familie paarweise disjunkter, paarweise
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nicht-isotoper inkompressibler Tori im Sinne des JSJ-Theorems nennen wir eine
Toralzerlegung oder JSJ-Zerlegung von M.

Wir nennen die Toralzerlegung eine geometrische Toralzerlegung, falls die geome-
trisch atoroidalen Stiicke, die keine Seifert-Struktur besitzen, hyperbolisch sind.

Wir mo6chten nun diese Begriffe Stiick fiir Stiick genauer betrachten, definieren und
anhand von Beispielen untersuchen.

Definition 3.15 (W. Liick [49]). Eine irreduzible 3-Mannigfaltigkeit heifit Graphenman-
nigfaltigkeit, wenn ihre JSJ-Zerlegung keine hyperbolischen Stiicke enthilt.

Hierbei ist es niitzlich zu wissen,

Proposition 3.16 (W. Liick [49, S. 32]). Fine geschlossene Seifert-Mannigfaltigkeit trigt
genau eine Geometrie, und zwar

Geometrie | Charakterisierung von m; (M)

S3 w1 (M) ist endlich

R3 7, (M) enthdlt Z3 als Untergruppe von endlichem Index

S?2 xR (M) ist virtuell zyklisch

2 x R (M) enthdlt eine Untergruppe von endlichem Indezx, die isomorph

zuZ x m (F) fiir eine geschlossene Fliche F vom Geschlecht > 2 ist

m (M) enthdlt eine Untergruppe von endlichem Index G, die als

—_——

SLy(R) nicht-triviale zentrale Erweiterung 1 -7 — G — m,(F) — 1 fir
etne Fliche F vom Geschlecht > 2 geschrieben werden kann

m (M) enthilt eine Untergruppe von endlichem Index G, die als
Nil nicht-triviale zentrale Erweiterung 1 — Z — G — Z? — 1 geschrie-
ben werden kann

Definition 3.17 (W. Liick [49, S. 15]). Eine kompakte Mannigfaltigkeit wird hyperbolisch
genannt, wenn sie eine vollstdndige Riemannsche Metrik mit konstanter negativer
Krimmung besitzt.

Wir haben das folgende niitzliche Lemma jedoch dazu:

Lemma 3.18 (W. Liick [49, 8. 31]). Sei M eine geschlossene irreduzible 3-Mannigfaltigkeit
mit unendlicher Fundamentalgruppe. Dann ist M genau dann hyperbolisch, wenn
m (M) kein Z @ Z als Untergruppe enthilt.

3.3 Faserungen iiber S! und die Thurston-Norm

Ein fundamentales Resultat der algebraischen Topologie ist die Klassifizierung der

Flachen. Jede nicht leere, kompakte, zusammenhéngende topologische 2-Mannig-

faltigkeit S (moglicherweise mit Rand) ist bis auf Homdéomorphie durch drei

Kennzahlen charakterisiert:

e ihre Orientierbarkeit,

o ihr Geschlecht g4 bei orientierbaren Flachen beziehungsweise ihre Kreuzkappen-
zahl kg bei nicht orientierbaren Flachen

o die Anzahl ihrer Randkomponenten bg.
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Fiir eine Fliache gilt dabei die allgemein bekannte Formel

(S) = {2 —2gg — b, wenn S orientierbar 210

X 2 —kg—0b, wenn S nicht orientierbar
fir die Eulercharakteristik x(.5).

Definition 3.19 (V. Turaev [56]). Fiir eine Fliche S mit Zusammenhangskomponenten
Sy, ..., S}, definieren wir ihre Komplexitit als

k
—ZmaX(O,—X(Si)) 211
=1

Der Name ist relativ selbsterklarend, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel. Fiir eine n-fache verbundene Summe von Tori X := T?#...#T? gilt somit
x_(X)=2(n—1) [17, S. 393]

°© A G B

x_. =0 X x_ =12 xX_ =22
Abbildung 48: Flachen mit steigender Komplexitat x_: Von links nach rechts
die Flachen ¥,,%,,3,, ¥, ¥,.

Beispiel. Fiir die Scheibe D? gilt

X(D2) = Z (_1)kbk

=0 212
== bO — bl + b2
=1-0+0 =1

und somit x_(D?) = —max(0,—1) =0
Jede Kohomologieklasse ¢ € H'(N;Z) wird durch eine glatte Abbildung
f: N — S! dargestellt, da S* ein K(Z,1)-Raum ist. Dies ist ein Spezialfall der
natiirlichen Bijektion

H™(N;G) = [N,K(G,n)] 213
fir jeden Eilenberg-MacLane-Raum K (G, n) nach [17, Theorem 4.57]. Fiir n =1
und G = Z ergibt sich mit K(Z,1) = St

H'(N;Z) =~ [N, S, 214

wobei [N,S'] die Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen N — S!
bezeichnet. Die eigentlich eingebettete Fliche S := f~1(p) fiir einen reguliren Wert
p € S (im Sinne des Satzes von Sard[57, S. 11]) reprisentiert das Lefschetz-Dual
@ —~ [N,0N] = [S] zu ¢. Eine alternative Sicht bietet hierbei Turaev[56, S. 5] hierzu,
indem er [S] als gewichtete kodimension 1 Unterridume von N auffasst.

Definition 3.20. Die von William Thurston [58] definierte Thurston-Norm von
@ € HY(N;Z), wobei N eine orientierbare, kompakte 3-Mannigfaltigkeit mit (mog-
licherweise leerem) Rand ist, ist gegeben durch
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zy(p) :=min{x S | ¢ ~ [N]=1[S,0S5]}. 215

Beispiel. Sei
N :=[-1L1P \int(D}, x [-1,1]), -
wobei D12/2 i={(z,y) € R? : 2% + y? < 1/4}.

Dann ist m(N)=~Z und H'(N;Z)=Z, erzeugt durch die Winkel-
form ¢ =[df] um den entfernten Zylinder. Nach Lefschetz-Dualitat ist
[d0] ~ [N,0N] = [S] € Hy(N,0N;Z) die (per Konstruktion eigentlich eingebette-
te) Scheibe berandet durch den Meridian 9[S] = [m]. Ein Reprisentant wire

S:={(z,0,2) EN[1/2<2<1,-1<z<1}. 217
Wir haben f: N — St (rcos(6),rsin(8),s) = (cos(6),sin(#)) und fiir p € S* ist
f1(p) = S Klar.

A
v \\ N "/ v \S
i S
Q\s ,’ \ \\ /, !
A N g ST
IS v -
¢ = [df] S=f")

Abbildung 49: N = [-1,1]>\ D? x [~1,1] im Querschnitt (z = 0) und in

3D. Links: Kovektorfeld der Kohomologieklasse ¢ = [df]. Mitte: Meridionale

Scheibe S (rot) und Bild von f (griin) mit Schnittzahl 1. Rechts: 3D-Ansicht
mit S und Kovektorfeld.

—

Somit ist z,(¢) =0 Dem Thema aus Beispiel 2.20 dhnlich findet man fiir einen
elektrischen Fluss [df] durch einen Zylinder Z nach Amperes Gesetz das Magnetfeld,
welches um den Draht zirkuliert.
Beispiel. Sei Z; := int (D12/2 (¢;) x [-1, 1]) der offene Vollzylinder um c; fiir
¢; = (0,0) und ¢, = (2,0) und
N :=[-1,3] x [-1,1]2\ (Z, U Z,). 218
Dann ist 7, (N) = Z * Z (freies Produkt) und H*(N;Z) == Z2, erzeugt durch die
Winkelformen ¢, = [df;] und ¢, = [df,] um die jeweiligen Zylinder.
Fir die Kohomologieklasse ¢ = ¢; + ¢4 besteht die duale Flache aus zwei dis-
junkten meridionalen Scheiben
S:=5 U8, 219
mit
Sy ={(z,0,2) | -1<z<-1/2, -1 < z< 1},
Sy = {(z,0,2) | 5/2 < x <3, —-1<z<1}.
Dabei verbindet S; den Zylinderrand 0Z; bei z = —1/2 mit der Wiirfelfliche
z = —1 und S, den Zylinderrand 0Z, bei z = 5/2 mit = 3. Jede Komponente ist
ein Rechteck S; 2 [0,1]* = D?, also x_(S) = 0 und z () = 0.

220
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e 4~V AN . 2R
I, % PI, S St 1, K © 4 I, NS
VQ‘\ A <, 1‘4b _\L‘\ /‘ RN I
\D—/d ~ —/ Y : —,’/ Y : —,’/
¢ = [db,] + [db,] S=5US8,

Abbildung 50: N =[—1,3] x [-1,1]?\ (D?(¢;) U D?*(cy)) x [—1,1] mit

¢, = (0,0), ¢y = (2,0). Links: Kovektorfeld ¢ = [df,] + [df,]. Mitte: Dua-

le Flachen S;,S; (rot), Schleifen ~; (griin), 7, (blau) gegeben durch
H'(N;Z) = Hom(m,(N),Z). Rechts: 3D-Ansicht.

Wir haben zy(¢) = 0.

In den vorangehenden Beispielen war x_(S) =0, da die dualen Fliachen stets
Scheiben waren. Die Thurston-Norm kann aber auch nichttriviale Werte annehmen:

Beispiel. Sei K =T, 5 der Kleeblattknoten und N := 5%\ v(K) das Knotenkom-
plement. Dann ist H!(N;Z) = Z. Der Erzeuger ¢ € H'(N;Z) ist Lefschetz-dual zu
einer Seifert-Flache F' minimalen Geschlechts [3, S. 29]. Das Geschlecht eines (p, q)
-Torusknotens ist g(T,, ) = 5(p —1)(¢—1) [3, S. 29], also g(K) =3 -1-2=1. Da
eine Seifert-Flache minimalen Geschlechts g fiir einen Knoten K eine kompakte
orientierbare Fliche vom Geschlecht g mit einer Randkomponente (O0F = K) ist,
folgt F' = ¥, ;. Somit

X(F)=2-2-1—1=-1

x_(F)=1.

221

a
A
b O@F =K

a

A

>

Abbildung 51: Oben links: Knotendiagramm des Kleeblattknotens K. Oben

rechts: Fundamentalpolygon der Seifert-Fliche F =%, ; (Torus mit einer

Randkomponente); gegeniiberliegende Seiten mit gleichen Pfeilen werden iden-

tifiziert, der griine Kreis ist 0F = K. Unten links: Seifert-Flache (rotlich)

zu K (griin), erzeugt mit Seifertview. Unten rechts: ¥, ; mit Meridian und
Longitude.
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Entgegen ihres Namens ist die Thurston-Norm keine Norm, da z () fiir gewisse
¢ # 0 den Wert 0 annehmen kann. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn ¢ durch
eine eingebettete Sphére repriasentiert wird. Diesen Fall konnen wir leicht in Abbil-
dung 39 erkennen.

S% x {0} ~ §% x {1

Abbildung 52: S? x S dargestellt als S? x [0, 1] mit identifizierten Randsph-

ren wie in Abbildung 39. Der Erzeuger ¢ € H'(S? x S';Z) = Z wird durch die
geschlossene 1-Form w := pr}(df) € Q'(S? x S') reprisentiert.

Es gilt jedoch zy(kp) = |k|lzy(p) fur alle k € Z, da k¢ reprasentiert wird durch
k disjunkte Flichen, welche ¢ repriisentieren. Analog x (¢ + %) < z x5 (@) + x5 (1)
fiir alle ,1 € H'(N;Z), da zwei eigentlich eingebettete Flichen mit transversem
Schnitt die Summe ihrer Homologieklassen représentieren.

Weil z, linear in jedem Strahl durch den Ursprung ist, konnen wir z, auf
H'(N;Q) durch zy(p/n) := zx5(p)/n erweitern fir n € N_,. Weil z, konvex ist,
kénnen wir x, sogar auf H'(N;R) eindeutig und stetig fortsetzen. Wir werden
z, im folgenden immer als auf H'(N;R) definiert betrachten. Zusammengefasst
erhalten wir:

Proposition 3.21. Die Thurston-Norm z : H'(N;Z) — Zs lisst sich eindeutig
und stetig auf H*(N;R) — Ry als Halbnorm fortsetzen:

2y (kp) = [klzy(p) Vk€R,p € H'(N;R)

ay(p+¢) <ay(p) +ay®) VYo, € H(N;R)

Wie bereits besprochen fehlt der Thurston-Norm die Definitheit um eine Norm zu

222

sein, womit sie entartet ist. Fiir hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten IV mit endlichem
Volumen ist es jedoch bekannt, dass die Thurston-Norm nicht entartet ist (vgl. [8,
S. 992] ).

Wie es sich fiir eine Norm gehort, moéchten wir den Einheitsball
B, ={p € H'(N;R) | zy(p) <1} betrachten. Dieser ist ein nicht unbedingt
zusammenh#ngender, konvexer Polyeder, welcher Punktsymmetrisch zum Ursprung
ist und endlich viele Flachen S; gegeben durch rationale affine Hyperflachen hat.
[8, S. 992].

Angenommen N fasert iiber S durch f: N — S!, so repriisentiert jede Faser
f7'(p) eine Homologieklasse [f~!(p)] € Hy(N,ON;Z). Nach Lefschetz-Dualitét
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erhalten wir eine eindeutige Losung ¢ € HY(N;Z) zu [N] ~ ¢ = [f~(p)]. (Hier
nutzen wir die Orientierung von N durch [N].)

Definition 3.22 (Y. Liu [8, 5. 12]).. Wir sagen, ¢ € H'(N;Z) ist eine gefaserte Klasse,
wenn sie Losung der Gleichung

[N] ~ ¢ = [f"(p)] 223
fir die Faserung f : N — S* und p € S* beliebig ist.

Ein Beispiel einer gefaserten Klasse konnten wir in Abbildung 49 sehen, wohingegen
Abbildung 50 keine gefaserte Klasse enthilt. Ist ¢ gefasert mit Faser ¥ := f~1(p), so
ist N der Abbildungstorus M (X, h):= (X x [0,1])/((z,0) ~ (h(z),1)) eines Diffeo-
morphismus h : ¥ — X, der Monodromie von ¢ [3, S. 33].

Ist ¢ gefasert und N irreduzibel mit inkompressiblem Rand, (insbesondere also
ohne Kompressionsscheiben), so haben wir zy(p) = x_(X¥) fur ¥ die zu ¢ korre-
spondierende eigentlich eingebettete Flache[8, S. 12].

Nach Thurston sind die gefaserten Klassen an speziellen Punkten in B, , verteilt:
Wie gerade beschrieben, kénnen wir auf B, —eine Fliche S; betrachten. Jede
gefaserte Klasse liegt in einem der offene Kegel mit Spitze im Ursprung und Basis
S; und wir nennen diese Kegel gefaserte Kegel.

Definition 3.23. Sei N eine 3-Mannigfaltigkeit. Wir nennen ¢ € H'(N;R) quasi-
gefasert, wenn ¢ der Limes von gefaserten Klassen in H'(N; Q) ist.

Anders ausgedriickt: Ein nicht-triviales ¢ € H'(N;R) ist genau dann quasi-gefasert,
wenn es auf dem Abschluss einer Seite S; von B, liegt. Insbesondere ist jede
gefaserte Klasse eine quasi-gefaserte Klasse[59, S. 94]. Aquivalent dazu gilt: ¢ ist
genau dann quasi-gefasert, wenn jede Umgebung von ¢ in H*(N;R) eine gefaserte
Klasse enthalt.

P
Lemma 3.24 (W. Liick [39, S. 48]). Wenn F — M — S' ein Faserbiindel der 3-Mannig-
faltigkeit M mit einer kompakten Fliche F ist, dann gilt

_ J—x(F) wenn x(F') <0
Tule) = {0 sonst 224

Motiviert durch Abbildung 49 und Abbildung 50 erhalten wir folgende Proposi-
tion, welche urspriiglich fiir gewichteter Kodimension-1-Unterraume von Turaev[56,
Lemma 1.2, S. 6 und § 4.2, S. 15] formuliert wurde. Diese korrespondieren jedoch zu
unseren eigentlich eingebetteten Flachen die transversal zu den Kohomologieklassen
verlaufen. Wir formulieren die Proposition hier wie Liu mittels Homologieklassen
in Hy(N,0ON;ZZ).

Proposition 3.25. Sei N ¢ {S® x S, S' x S?} eine prim orientierbare kom-
pakte S-dimensionale Mannigfaltigkeit mit leerem oder toroidalem Rand und
¢ € HY(N;Z) \ {0}. Dann existiert eine eigentlich eingebettete orientierte Fliche

S C N mit Zusammenhangskomponenten %4, ...,%; und Gewichten rq,...,r; € N5,

Zl ;[2;] € Hy(N,ON;Z) ist Poincaré-dual zu ¢,
Zi=1 ’LX_(ZZ) S mN(QO)f

74



3. N\ S ist zusammenhdngend.

Beweisidee: Durch Poincaré-Lefschetz-Dualitit Dy : H(N;Z) = Hy(N,0N;7Z),
@ = @ —~ [N,0N], wird Dy (¢) durch eine eigentlich eingebettete orientierte Fléche
3> C N reprasentiert. Wir wihlen diese so, dass die Thurston-Norm minimiert
wird, das heiit x (X) = zx(¢). Seien X4, ..., 3, die Zusammenhangskomponenten
von 2 und setze zunichst Vielfachheiten w; = 1, sodass Dy () = Z;nzl w; [S]’] in
H,(N,0ON;Z).

Falls N \ S zusammenhéngend ist, setze 3, := S;, r, == 1, und (1)—(3) sind erfiillt.

Andernfalls verringern wir die Komponentenanzahl des Komplements iterativ
(vgl. [56, Lemma 1.2, S. 6]). O

Definition 3.26. Wir sagen, eine Eigenschaft P gelte fiir eine Gruppe G, wenn es
eine Untergruppe H < G mit endlichem Index gibt, so dass H die Eigenschaft P
erfillt. In diesem Fall sagen wir auch, G habe die Eigenschaft P virtuell.

Beispiel. Jede abelsche Gruppe ist virtuell abelsch. Ein nicht-triviales Beispiel einer
virtuell abelschen Gruppe wire ein semidirektes Produkt Z?2 x %Z mit der nicht-
trivialen Aktion von %Z auf Z2. Ein Gruppe die nicht virtuell abelsch ist wire die
t= z, [z, 2] = [y, 2] = 1)

Definition 3.27. Eine Gruppe 7 heifit residuell endlich rational auflésbar (RFRS),
wenn eine Filtration von 7 durch Untergruppen m = my > m; > m,... existiert, mit

LNy m = {1},

2. fiir alle 4 ist w > m; mit [7: ;] < oo,

3. fiir alle ¢ faktorisiert m; — m,;/m,,; durch m; — H,(m;;Z)/ torsion .

diskrete Heisenberg-Grupp (z,y | zyx =y~

Theorem 3.28 (I. Agol [60], S. Friedl und T. Kitayama [61, Thm. 1.2]). Sei N eine irreduzible 3-
Mannigfaltigkeit, die keine geschlossene Graphenmannigfaltigkeit ist. Der Virtueller
Faserungssatz besagt: Dann ist my(N) virtuell RFRS und es existiert eine endliche
regulire Uberlagerung p : N - N, so dass fiir jedes ¢ € HY(N;R) das Pull-Back
p*p e H! (N; R) quasi-gefasert ist.

4 Die /?-Alexander-Torsion

Rekapitulieren wir: Wir starteten mit der algebraischen Torsion in Definition 2.4,
welche wir durch eine passende Darstellung zur Definition der Reidemeister-Torsion
verwendeten. Die Observation, dass es eine vollig kanonische Wahl von Darstel-
lung durch die linksreguléire Darstellung - << - : C[G] — B(¢?(G)) gibt, fithrte uns
dann zu der ¢2-Torsion. Dennoch existieren natiirlich noch weitere Darstellungen
G ~ (%2(G) und bereits durch eindimensionales Twisten erhalten wir eine tiefe
Theorie.
Diese Information wird mittels der £2-Alezander- Torsion enkodiert.

T2 (M, 5,0,7) : (0,00) = (0, 00) 225
enkodiert welche auch als ¢-getwistete £2-Torsionsfunktion
72 (M,s,0,7) : (0,00) = R 226

gebrauchlich ist. Ihr Zusammenhang ist

75



p? (M, s;0,7)(t) = —InT@ (M, s, 0,7)(t). 227

4.1 Zulassige Tripel

Um die £2-Alexander-Torsion zu definieren, benétigen wir einen geeigneten Rahmen,
der die Eingabedaten (N, ¢, ) prézisiert. Dubois, Friedl und Liick, sowie Liu fithren
hierzu den Begrift des zuldssigen Tripels ein.

Definition 4.1 (Y. Liu [8, S. 988]). Wir schreiben (m, ¢, fy)f und sagen, dass dieses Tripel
zuldssig ist, wenn

o (L,+) < (R, +) eine topologische Gruppe mit der Unterraumtopologie,

o (m,-) eine abzihlbare Gruppe,

e ( eine abzihlbare, diskrete Gruppe,

e ¢ € Homg,, (7, G) ein Homomorphismus ist,

e und das Diagramm

,y
T —

G
ED
2 3
L
kommutiert.

Wir betrachten Homg,,(G, L) als topologischen Raum beziiglich der Kompakt-
Offen-Topologie.
Analog: ist N eine kompakte und glatte Mannigfaltigkeit, welche moglicherweise
einen Rand hat, ¢ € H'(N;R) = Hom(7;(N),R) und v : 7;(N) — G, so nennen
wir (N, p,7)§ zulissiges Tripel, falls (m,(N), cp,fy)f ein zuldssiges Tripel bildet.
Bemerkung. Falls v: 7 — G ein Homomorphismus ist, sodass die Projektionsab-
bildung 7 - H,(m;Z)/ torsion iiber v faktorisiert, so ist (m,,7)¢ fir jedes
nicht-triviale ¢ € Hom(w,R) ein zuléssiges Tripel. Dies folgt daraus, dass jeder
Homomorphismus ¢ : m — R iiber die Abelianisierung m — H,(m;Z) faktorisiert
und Hom(H,(m;Z),R) = Hom(H1 (mZ), torsionf,R), da R torsionsfrei ist. Insbe-
sondere faktorisiert ¢ dann auch iiber 7. Die Notation H, (7; Z) = 7/, 7] ist hierbei
aus der Gruppenhomologie bekannt[62, S. 5].
Lemma 4.2. Der Twist-Morphismus

K(@a s t) € HomRing(Z[ﬂ-]’ R[G])

k(0,7 1) (Z Agg) = At?9y(g)

geG geG 298
mit
(m,0,7)F ist ein zuldssiges Tripel
teR,
macht R[G]| und R(G) zu Z[r|-Rechtsmoduln.
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Bemerkung. Die Z[W]—Rechts(mo / )dulstruktur auf £2(G) entsteht gemif Gleichung 53
aus der Komposition Z[r] ﬁ) R[G] < C[G] = B(£*(G)), sodass w € 7 durch

f-w=1t*" . y(w)™! « f wirkt. Dies ist mit der £(G)-Linksmodulstruktur ver-
traglich, da g7! <« - nach Theorem 2.28 im Kommutanten (vgl. Definition 2.26)
von £(G) liegt:

T(f - w) =t*PWTy(w) « f=t¥Wry(w) P <« Tf=(Tf) w 229
fir alle T € £(G). Fir G = 7, v = id und ¢ = 0 ergibt sich die gewthnliche Rechts-
modulstruktur f-w = w™! <« f aus Abschnitt 2.4.

Wir konnen dies als Algebrahomomorphismus auf Matrizen iiber Z[n] und R[G]

fortfithren:
K(p,7,t) € Homyg,, (Z[7],R[G])
al]. oo alk K:(SO7’)/7t)(a/]_]_) K:(90777t)<a1k) 230
Kot & o 1 | = : :
agy " Qg K0, 7, ) (agr) = K(p, 7, t) (@)

Im allgemeinen gilt jedoch

’{(907'77.15) (all) K(@v'Y"t) (alk)

*

(07 8) (1) - (9,7 1) ()

231
, Fe(so,%.t)(a’h) ”(90777‘t)(a7cl>
Ko, )(a3y) -~ ke, lag) )
denn
(g ) o)
geqG geG
DR
9eG
_ 232
=) At ?Wy(g)7!
geG
K(p, 7, — (ZAgg)
geG

und somit gilt x(p,7,t) ¢ Homg,,«(Z[r], R[G]).

Das folgende Lemma stellt sicher, dass die Gradfunktion
£ - deg? (7(2)(N, ¢+ 7*¢,7)) aus Theorem 4.20(3) auf ganz H' (G; R) wohldefiniert
ist.

Lemma 4.3. Ist (7, ¢, 7)L ein zulissiges Tripel, so ist (7, + v*E, ’y) fiir alle

¢ € Hom(G, L) ein zulissiges Tripel.

Hierbei ist v*(+) : Hom(w, G) x Hom(G, -) — Hom(, -) wie tiblich der Pullback defi-
niert durch v*¢€ := £ o ~.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass das folgende Diagramm kommutiert:
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,.)/
T ——

90+7*X

gegeben dem kommutativen Diagram

~
—
N

Das gilt, weil p+7y"§=p+Eoy=(Yoy)+(§oy)=(Y+§) oy Somit ist
Y’ =1 + &£ der gesuchte Homomorphismus, sodass das Diagramm kommutiert. 0O

N s Q
L
=

™

G
el
L

Visuell konnen wir mit diesem Lemma erkennen, dass eine affine Linie, welche
durch Hom(G, L) parametrisiert wird an zuléssigen Tripeln entlang eines gegebenen
zulassigen Tripels (7, @, 7)§ existiert.

Y+€
Y+

L
Abbildung 53: Affine Linie zuléssiger Tripel, parametrisiert durch
¢ € Hom(G, L) (Tiefenrichtung). Die vordere Fliche zeigt das gegebene zulés-
sige Tripel (7, p,v)¢, die hintere (graue) Fliche das um ¢ verschobene Tripel

* G
(m e +7"¢,7); -

Da 7 und G zudem auch topologische Raume sind, haben wir nach[17, S. 110] einen
induzierten Homomorphismus f, : H,(m;R) — H,(G;R).

Lemma 4.4 (Y. Liu [8, S. 990] ). Es gilt, dass wenn v : 7™ — G einen Isomorphismus

v, : H,(mR) — H,(G;R) auf Homologie induziert, so ist (m,¢,v)§ fiir jedes

¢ € Hom(m, R) ein zulissiges Tripel.

Beweis: Weil v, ein Isomorphismus ist, existiert v, . Somit haben wir die kurze
exakte Folge

1

Y Yo Px
©™— G — H{(G,R) - H(m,R) > R — 0. 233
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Das bedeutet, dass ¢ iiber v faktorisiert, da (¢,) = (©,) o7, o v; 1. Somit haben wir
das kommutative Diagramm:

Y
T

G

El
@ 4

L

4.2 Konstruktion der /2-Alexander-Torsion

Mit den zuléssigen Tripeln und dem Homomorphismus
k(p,7,t) € Homg,, (Z[x], R[G]) aus Abschnitt 4.1 sowie der ¢*-Torsion aus Defini-
tion 2.60 kénnen wir nun die £2-Alexander-Torsion konstruieren.

Sei X ein endlicher, zusammenhangender CW-Komplex mgc Fundamentalgruppe
m:=m(X) und sei (7r, ¢ € Homg,(m,R), v € Homg,(, G))L ein zulassiges Tripel
nach Definition 4.1 und ¢ € R_. Wir erhalten durch x(yp,~,t) : Z[r] = R[G] C C[G]
eine Z[r]-Rechtsmodulstruktur auf £2(G) zusitzlich zu der linken Hilbert-£(G)-Mo-

dulstruktur von £2(G):

P(G) € jgMod. 234

Wir erhalten durch das Twisten aus Definition 2.18> den Hilbert-£(G)-Modul-Ket-
tenkomplex:

C(X;k(p,7,t)) = L2(G) @1 C(X) 235

Definition 4.5 ( J. Dubois, S. Friedl, und W. Liick [3, § 4.2, S. 16-17], Y. Liu [8, S. 991] ). Die £2-
Alexander-Torsion ist definiert als

(X, (m,0,7)7) 1 Ry = Ry
(X, (m,0,7)F) () = 7@ (C(X; 5(p,7,1))) 236
= H detl;;({G) (id® 82-)(71)1

i€z

und  wenn C(X;k(p,7,t)) nicht det-£2-azyklisch ist, so setzen wir
as (X, (m, cp,’y)f)(t) := 0. Wir schreiben auch 7 (X, ¢,v), bezichungsweise wenn
v = id nur 7? (X, ) und bezeichnen dies als vollstindige £2- Alexander-Torsion von
X.

Je nach Autor wird zudem eine Spin®-Struktur s € Spin®(X) auf X als Parameter
mit angegeben, um die Wahl der fundamentalen Familie von Zellen zu fixieren.
Das rithrt daher, dass ohne diesen Parameter die #2-Alexander-Torsion nur bis auf
Multiplikation mit t” fiir ein r € R wohldefiniert ist. Ohne diesen Parameter ist die
£2-Alexander-Torsion also nur bis auf die =-Aquivalenz aus Definition 1.7 wohldefi-
niert, weshalb diese Definition auch reduzierte £2-Alexander-Torsion genannt wird.
Fiir ein zuléssiges Tripel (N, cp,fy)g einer Mannigfaltigkeit N koénnen wir die £2-
Alexander-Torsion von N nach einer Wahl von CW-Struktur X auf N definieren:
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(X, 0,7) =7 (X, (1, (N), 0,7)7 ) : Ry = Ry 237

Nach Theorem 2.62 ist diese wohldefiniert wegen der Homotopieinvarianz der £2
-Torsion: die Wahl der Zellzerlegung ist also analog zu Proposition 2.23 nicht
relevant.

Bemerkung. Die ¢2-Alexander-Torsion liasst sich auf t € C\ {0} erweitern, in-
dem t#i) durch [t|*(®s) in der Definition von & ersetzt wird. Es gilt dann
T@(N,0,7)(t) = T (N, @, ~)(|t|) fiir alle t € C\ {0}, sodass die Einschriinkung
auf ¢t € R, keinen Informationsverlust bedeutet.

4.3 Der Grad der /2-Alexander-Torsion

Wir werden eine obere Abschitzung an den wachstumsbeschrankten Grad der
Fuglede-Kadison-Determinantenfunktion

deg®(V (1)) < B(4, ) 238
herleiten. Hierbei verwenden wir die folgenden Definitionen:
Definition 4.6 (Y. Liu [8, 8. 19]). Gegeben sei ein zulissiges Tripel (7, ¢,7)$ und
A € C[r]***  so bezeichnen wir mit
ViR, —=[0,+00)
V(t) == detlyis (k(m, 0,7, 1) (A)),

die (regulire) Fuglede-Kadison-Determinantenfunktion, wobei G die Zielgruppe von

239

v ist und k(yp,7,t) die induzierte Koeffizientendnderung bezeichnet.
Sei A € C[x]*** und ¢ € Homg,,(m, R).

Definition 4.7. Wir definieren die Gruppen-Matriz-Breite von A beziiglich ¢ und
G als:

(4, ¢) == max{p(g) : g € m, Ay # 0}
—min{p(g) : g € A, F 0}

Wir nutzen hierbei, dass A sich eindeutig zerlegen liasst, wie das folgende Lemma

240

zeigt:
Lemma 4.8. A lisst sich eindeutig Zerlegen als
A=A, g 241
gem

mit A, =0 fir fast alle g € .

Beweis:
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Die A sind fast alle 0, da die a, ; nur endlich viele Nicht-Null-Koeffizienten haben

nach Definition 2.17.
Beispiel. Es gilt fir G = Z mit
p:Z—R
p(k) =k
und
A € C[z]?**

(e (Do

dass (4, p) = 2.
Beispiel. Es gilt fiir G = F(a,b) und

¢: F(a,b) > R
p(a) =1,
p(b) =0

linear fortgesetzt und
A € C[F(a,b)]**!

1
A:1-a*1b+1-a*1+§-b+1+1-a2,

dass (4, ¢) = 3.
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Abbildung 54: Das Element A=a"'b+a ' +1-b+1+a? € C[F(a,b)]"*!
auf dem Cayley-Graphen von F'(a,b). Die gepunkteten Linien projizieren jeden
Tragerpunkt iiber ¢ auf R. Die rote Linie auf R zeigt 0(A, ¢) = 3.

Einige fast schon triviale Observationen zu (-, -) moéchten wir festhalten:

Lemma 4.9. Seien A, B € C[n]**k C € C¥* durch einen beliebigen Lift in C[r]***
eingebettet, s € C* und ¢, ¢’ € Homg,,(m,R). Dann gilt:

0(C,9) =0

D(B,p) < max{Q(4, ¢),3(B, ¢)}

D(A-B,p) <a(4,¢) +2(B, )

@ S‘A’Qo) = @(A,(p)

QA s ) = [s[-a(4, )

(A, +¢") <a(4,0) +3(4,¢")

Insbesondere haben wir

S A e te
—~ o~~~

Lemma 4.10 (Y. Liu [8, S. 1000, Lemma 5.2(4)] ). Sei v : m — G ein Gruppenhomomorphis-
mus, A € C[r]*** und ¢ € H'(G;R) = Hom(G,R). Dann gilt:

0(4,77¢) = (1A, 8). 247
Hierbei ist v, : C[n] — C[G] der durch v induzierte Ringmorphismus (eintragsweise
auf Matrizen angewendet) und v*¢ = € oy € Hom(m, R).

Beweis: Schreibe A = deﬁ A, - g mit A, € CF*F gemiaB der Zerlegung oben. Setze

B,:= Y A, 248
gem,v(g9)=h
fir h € G. Der Pushforward ist
V*A:ZAg"Y(g):ZBh'h- 249
geT heG

Es gilt B, # 0 nur wenn ein g € 7 mit A; # 0 und 7(g) = h existiert. Daher ist der
Trager von 7, A im Bild des Tragers von A enthalten:

supp(7,4) = {h € G : By, # 0}
C{v(g):gemA, # 0} =~(supp(A)).

Die Inklusion kann echt sein, da sich Matrixkoeffizienten A mit gleichem Bild

250

v(g) = h gegenseitig autheben kénnen.
Wenden wir £ auf beide Seiten an, so erhalten wir fiir die Menge der &-Werte:

{&(h) : B, # 0} C {€(v(9)) : A, # 0} 251
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Da die rechte Menge die linke umfasst, folgt:
max{¢(h) : B, # 0} < max{£(v(g)) : 4, # 0}
min{¢(h) : B, # 0} > min{&(v(g)) : 4, # 0}.
Subtraktion ergibt
0(7.4,¢) = max{¢(h) : By, # 0} —min{¢(h) : B;, # 0}
< max{£{(v(g)) : A, # 0} —min{&(v(g)) : 4, # 0} 253
= 0(4,7%¢).

252

O

Lemma 4.11 (Y. Liu[8,8. 21]). Gegeben sei die Fuglede-Kadison-Determinantenfunktion
V' wie in Definition 4.6, so gilt fiir alle @ > Q(A, @), dass es Dy, , D, € R gibt mit:

Do —Dyy <
i —D + =
tl_l)lgh_ V(t)t~ "o+ =0 954
lim V(t)t Pre =0
t—+o0

Beweis: Gegeben B > 0(A, ¢); Sei B =8 — (A, ¢) > 0. Wir mochten nun B in 5
teile aufteilen:

gehen an D, ,
gehen an Dy, und
bleibt als Puffer iibrig (damit erhalten wir die Ungleichung)

Wir bezeichnen ein solches Funftel mit =
D, oo = 26 + k- max ¢(g),

g9

[SUESIINIGIIN

. 255
Dy, = 2+ k- iz ©(9)-
Wir betrachten nur den Fall ¢ — +o00, da der Fall ¢ — 0 + analog verlauft.
Fiir hinreichend grofie ¢t € R, gilt
||t*D+°°+g . m(go,’y,t)(A)” < 1. 256
Denn jeder Summand von
k(0,1 1)(A) = Y Ate9y(g) 257
A #0
hat nach der Multiplikation den ¢t-Exponenten
P(9) = Dico + W = p(g) — 2= — kmaxp(g) + =
= ¢(g) — kmax p(g) — 258
A #0
<—m<0,
sodass ||t PreT™ . k(p,7,t)(A)|| — 0 fiir ¢ — +o0.
Und wir erhalten mittels Proposition 2.36 und Lemma 2.48
0 <limsupV(t) -t Pro <1%F. lim detgel(%) (t7=-id)
t—+00 t—+o0
259
= lim ¢ "= =0.
t—+o0
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Dies liefert den behaupteten Grenzwert fiir ¢ — +o0. O

4.3.1 Multiplikative Konvexitat
Die folgende Aussage ist zentral fiir die Anwendung auf #2-Alexander-Torsionen.

Theorem 4.12 (Y. Liu [8, Theorem 5.1]). Gegeben sei ein zulissiges Tripel (m, p, 7)1% und
A € C[r]***. Bezeichne

V(t) = detig gy (5(, 7, 1)(A)) 260

die regulire Fuglede-Kadison-Determinantenfunktion. Angenommen, G ist endlich
erzeugt und residuell endlich. Dann ist V entweder konstant 0 oder multipli-
kativ konver mit beschrinktem FExponenten. Ferner existiert eine Konstante
D(A, ) € [0,400), die nur von A und ¢ abhingt, sodass

deg®(V) < B(4, ¢). 261

Wir skizzieren den Beweis von Theorem 4.12 nach [8, § 5]. Die Exponentenschranke
deg®(V) < O(4, ) folgt direkt aus der multiplikativen Konvexitit zusammen mit
der oberen Abschitzung Gleichung 238. Es geniigt daher, die multiplikative Konve-
xitét zu zeigen. Hierzu bendtigen wir die folgenden Resultate.

Lemma 4.13 (Y. Liu [8, Lemma 5.5]). Sei (w,p,y : 7 =% G)]g mit G eine endlich erzeugte
freie abelsche Gruppe. Dann ist V. multiplikativ konvez.

Beweis: Wir identifizieren C[G] & C[z£, ..., zi'] durch G = Z!. Nach Lemma 2.58
gilt

V(t) :m(pA(%lzlv“wilzl))’ 262
wobei p, = detgig)(Ag(1)) € (C[zfl, vey zlil] das gewohnliche Determinantenpoly-
nom ist und fj = t#(€5) die reelle Skalierung der Erzeugenden beschreibt. Wir haben
zwei Falle:

Betrachen wir den rationalen Fall (¢ € Hom(7, Q)). Wahle eine Basis (2, ..., )
von G =~ 7!, sodass cp(zj) =0 fiir j <! und c:= ¢(z;) # 0. Dann hangt fj = ¢#(=)
nur fiir j = [ von ¢t ab, und das Mahler-Maf faktorisiert als Integral iber den (I — 1)
-dimensionalen Einheitstorus (siche Gleichung 87):

1 27 27
logV (t) = W/O /0 logm(q@lwel_1 (tcz)) dé,---de,_,, 263

wobei gp g (2) = PA(eifr,.. 01 1,z) € Cl[z, 2] ein univariates Laurent-Polynom
ist. Nach der Jensenschen Formel (Gleichung 181) ist ¢+ m(q(t°z)) fir festes
0 stiickweise monomial in ¢, also multiplikativ konvex, d.h. logt  logm(q(t°z))
ist konvex. Da die Integration iiber 6 konvexe Funktionen mittelt und log V' (t)
als Integral solcher konvexer Funktionen in logt entsteht, bleibt die Konvexitat
erhalten, also ist V multiplikativ konvex.

Betrachten wir nun den reellen Fall: Approximiere ¢ durch eine Folge rationa-
ler Klassen ¢™ € Hom(7,Q). Nach dem rationalen Fall ist jedes zugehérige V,
multiplikativ konvex. Die Stetigkeit des Mahler-Mafles beziiglich der Koeffizienten
liefert V (t) — V (t) fir alle t € R,. Da punktweise Limiten multiplikativ konvexer
Funktionen wieder multiplikativ konvex sind, folgt die Behauptung. O
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Proposition 4.14 (Y. Liu [8, Proposition 5.4]). Sei (7, ¢, 7)]1% mit G endlich erzeugt und
virtuell abelsch. Dann ist V. multiplikativ konvex.

Beweis: Da G endlich erzeugt und virtuell abelsch ist, besitzt im(v) eine frei
abelsche Untergruppe G < im(y) von endlichem Index. Setze 7 :=~! (@) Die
Einschrankung 4 := 7| : 7 — G ist surjektiv auf eine endlich erzeugte freie abelsche
Gruppe. Nach der Restriktionsformel der regularen Fuglede-Kadison-Determinante
auf Untergruppen endlichen Indexes gilt

V(t) = V(t)VIm 264
wobei V' die Determinantenfunktion fiir das eingeschrinkte Tripel (7?,30|7~r,f7)§

bezeichnet. Nach Lemma 4.13 ist V multiplikativ konvex. Da positive Potenzen
multiplikativ konvexer Funktionen wieder multiplikativ konvex sind, folgt die
Behauptung. O

Fiir residuell endliche Gruppen G wird der Beweis durch Approximation iiber
einen kofinalen Turm virtuell abelscher Quotienten gefithrt. Die Schwierigkeit
liegt darin, dass der ¢?-Alexander-Twist nicht mit der Adjungierten vertauscht:
k(p,7,t)(A)* = k(p,v,t 1) (A*). Um dies zu umgehen, fithrt Liu eine e-Perturba-
tion ein:

Lemma 4.15 (Y. Liu [8, S. 1007-1008]). Sei (7, ¢,7)S ein zulissiges Tripel mit G resi-
duell endlich, und T, ein kofinaler Turm virtuell abelscher Quotienten von G mit
Vo i — L,. FirT € R, unde >0 setze

Hn,e(T) = ﬁ(QOv Yns T) <A>* : 5(905 YTns T) <A> +e-1 265
und
W, (s,T):= detgf({fn) (Fa(’yn*go, idr , s) (Hn@(T))). 266
Dann gilt fir allen € N, e >0 und s € R:
W, .(L,T)<W, (s,T). 267

Beweis: Fir neN und >0 ist H,_(T) eine Matrix iiber

n,e

C[L,] mit I,  virtuell abelsch. =~ Nach  Proposition 4.14  ist
s> W, (s,T) = det%&ﬁn) (K(Ynatp,1d, 8)(H,, .(T))) multiplikativ konvex in s € R,..
Beziiglich der Symmetrie gilt, da H,, .(T) = H,, .(T)* selbstadjungiert ist, lie-

fert die Twist-Adjunktionsformel x(¢,id, s)(B)* = k(¢,id, s7)(B*) angewandt auf
B = Hn,s(T):
K(Vpe, id, S)(ans(T))* = f-i(’yn*go, id, s_l)(ans(T)). 268
Mit der Invarianz detgelflﬁn)(B) = detge%ﬁn)(B*) (Lemma 2.44) folgt
Wn’E(S,T) = Wms(s_l,T).
Minimum bei s = 1. Setze w(x) :=logW,, (e*,T). Da W, _(-,T) multiplikativ
konvex ist, ist w konvex in x € R, und die Symmetrie W, _(s,T) =W, _(s7*,T)

liefert w(z) = w(—=x). Eine symmetrische konvexe Funktion nimmt ihr Minimum
im Symmetriepunkt an, also W, _(1,T) < W, _(s,T) fiir alle s € R,. O

Beweisskizze von Theorem 4.12: Bezeichne V,, (t) := det};e}({; ) (K@, 15 1) (A)) die
Determinantenfunktion iiber dem n-ten Quotienten und W,, . wie in Lemma 4.15.
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Schliisselidentititen. Die Kompositionsregel k(, 7,,, st) = k(V,,.,1d, $) © k(©,7,,, t)
und die Multiplikativitat von detfkr (Proposition 2.36) liefern fir alle T;), T} € R.:

VL(VTOT1)2 = Wn,0<17 TOT1>5
%(To) ’ V;L(T1) = Wn,O(V T1/T0a vV TOTI)'

Hierbei steht W,, , fiir den Spezialfall € = 0 der Definition, der formal keiner Pertur-

269

bation entspricht.
Mittelpunktskonvexitit. Fiir e>0 liefert Lemma 4.15

W, . (1, \/m) < Wn,s<\/T1/To, \/m) Im Grenzwert n — oco: Bei s =1 ist
H, .(T) positiv definit (da e >0), sodass Lemma 2.52 die exakte Konvergenz
W, .(1,T) = W, .(1,T) ergibt. Fiir s # 1 liefert die lim sup-Abschatzung aus Pro-
position 2.50 limsup W, _(s,T) < W, (s, T). Also W, (1,T) < W, (s, T).

Im Grenzwert € — 07: Bei s = 1 konvergiert die reguldre FK-Determinante nach
Lemma 2.49 exakt gegen W, (1, T). Fiir s # 1 konvergiert £(vq.,¢,1d, s) (Hy, (T))
in der Operatornorm gegen k(7.o.,id, s)(HOO’O(T)), und Proposition 2.43 liefert

die lim sup-Abschéitzung. Zusammen:

V(\/ T0T1)2 =Ws 0( \/TOTl) 0(\/ T, /Ty, v TOTl) V(T1)270

Dies ist die multiplikative Mittelpunktskonvexitat.

Halbstetigkeit von oben. Da t — k(p,v,t)(A) stetig in der Operatornorm ist
und detfkr die limsup-Abschétzung lim sup det%&n) < det%ﬁf‘) erfiillt (Propositi-
on 2.43), ist V halbstetig von oben.

Schluss. Mit Lemma 1.10 folgt die volle multiplikative Konvexitét. O

4.4 Berechnung der ¢?-Alexander-Torsion

Lemma 4.16 (Y. Liu [8, S. 38]). Sei N eine irreduzible, orientierbare, kompakte 3-
Mannigfaltigkeit mit leerem oder inkompressiblem toroidalem Rand, dann existieren
Paare (u;;v;), 1. € (my (N) x 7 (N))' und eine Matriz A € Z[m (N))7F, sodass
e die Homologieklassen [u;] — [v,] nicht-trivial iiber H*(N;Q) sind.

o fiir alley:m (N)— G fir die H (v,R) : H(7,(N);R) = H,(G;R) ein Isomor-

phismus ist
o und fiir alle p € H'(N;R) gilt
detip ) (K (1,7, 8)(A))

I, thKf (50,7, 1) (u; — v;))

TA (N, ,7) =

l 271
r w v, 1

= detl;;(( & (K, 7, 1) HmaX {eelua) gelv) 1™

=1
Ist p = @y zudem primitiv in H*(N;Z) = Hom(n,(N), Z), konnen wir auch fordern,
dass po(u;) #F @o(v;) fir alle i =1,...,1 gilt und

A=Ay + (ld’“’“ 272

mit Ay € Zlker(po)]"* und p=1 und k—1 =z (p,)
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Definition 4.17 (S. Friedl und W. Liick [7, S. 16]). Wir sagen eine Kohomologieklasse
¢o € HY(N;Z) = Hom(m,(N),Z) ist primitiv, wenn der durch ¢, gegebene Homo-
morphismus 7, (N) — Z surjektiv ist.

Wir konnen eine solche primitive Kohomologieklasse ¢, in Abbildung 49 sehen.

Beweis: Wir diirfen H;(N;R) # 0 annehmen, da sonst H!(N;R) =0 gilt und

¢ = 0 die einzige Kohomologicklasse ist, fiir welche 7(2) (N, p,~) konstant in ¢ ist

und die Aussage ist dann trivial. Wir wahlen eine primitive Kohomologieklasse

¢o € HY(N;Z). (Nach dem Beweis von[7, S. 16] kénnen wir fiir ein ¢ € H*(N;Q)

ein r in Q. passend wihlen, sodass ¢ primitiv in H!(N;Z) ist.) Nach Friedl in

[63, Kap. 3 und 4], konstruieren wir eine 7, (N)-aquivariante CW-Komplex-Struktur

auf N. Wir nutzen nun Proposition 3.25 und erhalten endlich viele eigentlich einge-

bettete orientierte kompakte Flachen ¥, ..., ¥, und entsprechend r,...,r, € N, fiir

die gilt:

o 1[E1] 4 ..+ g5 € Hy(N,0N;Z) ist dual zu ¢

o —rX(E)) — - —rx(B,) = z(e0)-

e Die ¥, sind paarweise disjunkt und das Komplement ihrer Vereinigung in N ist
zusammenhangend.

Wir moéchten uns diese vorstellen wie in Abbildung 49 beziehungsweise Abbil-

dung 50, wobei wir beachten miissen, dass Abbildung 49 eine Kompressionsscheibe

hat (nicht inkompressibler toroidaler Rand) und Abbildung 50 eindeutig nicht

irreduzibel nach Abschnitt 3 ist.

Wir withlen fiir ¢ = 1, ..., s disjunkte orientierte tubulire Umgebungen %, x [0, 1]
(mit ¥, =%, x {0}) und setzen M := N\ Ule ¥, x (0,1). Geometrisch entsteht
M durch Aufschneiden von N entlang der Flachen ¥,. Fiir jeden Index i wahlen
wir eine Kurve v; mit Basispunkt p € M, die ¥, genau einmal positiv transversal
schneidet und alle anderen X; meidet. Es gilt ¢,(v;) = r;. Weiter sei (; € ker(yp)
das Gruppenelement, welches die Verklebung von ¥, x {3} in der CW-Struktur von
N beschreibt[3, S. 37-39], [63, Kap. 4]. SchlieBlich setzen wir n, := —x(%,;) + 2.

0 £

Abbildung 55: Aufschneiden von N entlang 3; und transversale Kurven v;. Die

blaue Scheibe ist 3;, die rote Umgebung dessen ist £, x [0, 1] und der schwarze
Pfeil ist v;. Wir betrachten nur einen Ausschnitt von IV als den weiflen Zylinder.

Wir berechnen nun die Quadratmatrizen, welche durch (v, ¢, t) induziert werden.
Nachl[3, S. 38], [8, S. 39] sind diese gegeben durch:

G :Z) € Zfr, (V)22 273
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und wir kénnen Lemma 2.55 und Lemma 2.54 anwenden, um die Determinante zu
berechnen, wodurch wir eine Matrix der Form

nyxn, Y1° lnlxnl 00 0 0
0 0 0 0
0 001, , —Vi-1l,,n 0 274
% eee Xk * * %
Wir erhalten die gewiinschte Formel mit Proposition 2.53
TN, p,7) = detlyis (k(p, 7, t H max {t#(), ¢e(C)
wobei 275
ui_]/zmodeizla 7l
v = CimodSVi =1,..,L
O

4.5 Der Grad der /?-Alexander-Torsion und die Thurs-
ton-Norm

In den vorigen Abschnitten haben wir zwei auf den ersten Blick verschiedenartige
Invarianten einer irreduziblen 3-Mannigfaltigkeit N kennengelernt: einerseits die
Thurston-Norm z 5 (), die geometrische Informationen anschaulich misst, anderer-
seits die £2-Alexander-Torsion 73 (N, ¢,), die rein algebraisch definiert ist.

In diesem Kapitel zeigen wir, dass beide Grofien durch den asymptotischen Grad
verkniipft sind. Die geometrische Grundidee ldsst sich wie folgt motivieren: Ist ¢
eine gefaserte Klasse, so bricht die Berechnung auf einen Abbildungstorus herunter
und der Twist mit ¢#() skaliert genau die Monodromie. Die Fuglede-Kadison-
Determinante des getwisteten Operators wichst dann wie tX-(3) = ¢#n(#) [3, Beweis
von Theorem 8.5]. Gefaserte Klassen liegen dicht in den gefaserten Kegeln. Da
quasi-gefaserte Klassen per Definition im Abschluss eines gefaserten Kegels liegen,
iibertragt sich die Gleichheit

deg’(T®/(N, ,7)) = 2y () 276
mittels der Lipschitz-Stetigkeit der Gradfunktion und der Stetigkeit der Thurston-
Norm auch auf quasi-gefaserte Klassen.

Wir folgen im Wesentlichen der Strategie von Liu [8, § 8] und zeigen zunéchst
fiir residuell endliches G die obere Schranke deg® (7'(2) (N,¢,7)) < zn(p), dann die
Gleichheit fiir gefaserte und quasi-gefaserte Klassen. Schliefilich folgt der allgemeine
Fall durch Ubergang zu einer endlichen Uberlagerung via Agols virtuellem Fase-
rungssatz.

4.5.1 Der Fall residuell endlicher Twists

Fiir diesen Abschnitt sei N eine irreduzible, kompakte, orientierbare 3-
Mannigfaltigkeit mit leerem oder inkompressiblem toroidalem Rand. Sei auch
v € Homg,(r (n),¢)» Wobel G eine endlich erzeugte, residuell endliche Gruppe
ist, (N,vy) ein schwach ¢2-azyklisches Paar bildet und + einen Isomor-
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phismus H, (v;R) : Hy (7 (N);R) = H,(G;R) induziert. Seien (u;,v;),_; , und
A € Z[m (N)]"* wie in Lemma 4.16.

Lemma 4.18 (Y. Liu [8, Lemma 8.2]). E's gilt 72 (N, p,v)(1) > 0.

Beweis: Bei t =1 wird der Twistmorphismus s(p,7,1)(g) =~(g) fir alle
g € m(N). Der getwistete Kettenkomplex bei t = 1 ist also der zellulare £2-Ket-
tenkomplex der Uberlagerung Nker(,y), aufgefasst als im(y)-Raum. Da (N, ) ein
schwach #2-azyklisches Paar ist, folgt

TN, 0,7)(1) = 7 Ny )- 277

Nach Theorem 2.62 ist 7(?) (Nkerm)) > 0. In der Tat: Die Randoperatoren sind
Matrizen tiber Z[im(vy)] und im(vy) ist als Quotient der residuell endlichen Gruppe
G selbst residuell endlich. Die Determinantenvermutung (Theorem 2.40) liefert
somit fiir jeden Randoperator 0, die Abschatzung detg}ém(w)) 0, > 1, woraus
72 (Wker(v)) > 0 folgt. O

Die folgende Gradformel folgt direkt aus Lemma 4.16 und der Definition des
wachstumsbeschrankten Grads (Definition 1.6):

Lemma 4.19 (Y. Liu [8, S. 1021]). Fiir jedes ¢ € H*(N;R) gilt
!
deg (T (N, ¢, 7)) = deg®(deti & (5(0,7,))(A)) — lew(ui) —(vy)]. 278

Bewets: Nach Lemma 4.16
gilt 73(N, p,7)(t) = detgg(%)(/i(w,'y,t)(A)) . Hi:l max{tw(“i),t¢(”i)}_l. Die Funk-
tion t> det};;(%)(ﬁ(@,%t)(A)) ist multiplikativ konvex mit beschranktem
Exponenten nach Theorem 4.12 und nirgends verschwindend nach Lem-
ma 4.18. Somit hat diese Funktion einen wohldefinierten wachstumsbeschrank-
ten Grad. Jeder Faktor max{t¢(“i),t5°(”i)}_l ist stiickweise monomial mit
deg” (max{w(ui)’tw(vi)}*l) = —lp(u;) — ¢(v;)]. Die Behauptung folgt durch Addi-
tivitdt des wachstumsbeschrankten Grads unter Produkten. O

Theorem 4.20 (Y. Liu [8, Theorem 1.4]). Fiir jedes o € H'! (N;R) gilt:

1. T@(N, p,7)(t) ist stetig, iberall positiv auf R, und 7® (N, ¢, v)(t) - max{1,¢}™
ist multiplikativ konvex fiir hinreichend grofies m > 0.

2. deg’ (T (N, p,7)) < zn(p)-

3. Die Gradfunktion £+ degb(7(2)(N, ©+ €, 'y)) ist  Lipschitz-stetig auf
H(G;R).

Beweis:

o Die Fuglede-Kadison-Determinantenfunktion V(t) := det};;(%) (k(p,7,t)(A)) ist
multiplikativ konvex (Theorem 4.12) und nirgends verschwindend nach
Lemma 4.18. Da max{t?, tb}_1 bis auf = ebenfalls multiplikativ konvex
ist, folgt die multiplikative Konvexitat von 73 (N, p,~)(t) - max{1,t}™ fir
m > 22:1 lo(u;) — p(v;)] aus der Abgeschlossenheit multiplikativ konvexer
Funktionen unter Produkten. Stetigkeit und Positivitat folgen hieraus direkt.

o Sei zuniichst ¢, € H(N;Z) primitiv. Nach dem Zusatz in Lemma 4.16 kann A
so gewahlt werden, dass ¢ (u;) # ¢ (v;) fir alle i und k — I = x5 (). Die obere
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Schranke aus Gleichung 238 liefert deg?(V) < (A, ¢,) < k. Da ¢y (u;) # ©o(v;)
ganzzahlig sind, folgt Zizlkpo(ui) — ¢o(v;)] > 1. Mit Lemma 4.19 ergibt sich
deg’ (T (N, g, 7)) <k —1=zn(pp)-

Fiir rationales ¢ skaliere auf ein ganzzahliges Vielfaches und nutze die Homo-
genitit beider Seiten. Fiir reelles ¢ folgt die Ungleichung durch Approximation
mittels der Lipschitz-Stetigkeit aus (3) und der Stetigkeit der Thurston-Norm.

e Folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit des wachstumsbeschriankten Grads der Fug-
lede-Kadison-Determinantenfunktion beziiglich des Pushforward der Kohomolo-

gieklasse (Lemma 4.10).
O

Als néchstes zeigen wir die Gleichheit fiir gefaserte und quasi-gefaserte Klassen.

Lemma 4.21 (Y. Liu [8, Korollar 8.4]). Fiir jede quasi-gefaserte Klasse p € H*(N;R) gilt
deg’ (TP (N, 9,7)) = zn(p).

Beweis: Ist ¢ gefasert, so ist die £2-Alexander-Torsion stiickweise mono-

mial mit deg® (7'(2)(N, ©,7)) = zy(p) nach [3, Theorem 1.3]. Insbesondere
deg’(TP(N, 0,7)) = deg® (T (N, ¢,7)) = zn ().

Ist ¢ quasi-gefasert, so existiert eine Folge gefaserter Klassen ¢,, — ¢. Nach
Theorem 4.20(3) ist ¢ degb(r(z) (N,¢,7)) Lipschitz-stetig. Auch die Thurston-
Norm ¢ - x5 (p) ist stetig (Proposition 3.21). Da deg®(7? (N, ¢,,7)) = zx(¢,)
fiir alle n, folgt die Gleichheit im Limes. O

4.5.2 Der allgemeine Fall

Sei nun N eine irreduzible, kompakte, orientierbare 3-Mannigfaltigkeit mit leerem
oder inkompressiblem toroidalem Rand, ohne weitere Einschrankungen an die
Fundamentalgruppe.

Theorem 4.22 (Y. Liu [8, Theorem 1.2]). Fiir jede Kohomologieklasse ¢ € H* (N;R) gilt

fiir jeden Reprisentanten der vollstindigen £2-Alexander-Torsion 73 (N, ) die
Gleichheit

deg?(TD(N, p)) = zn (). 279

Die obere Schranke und die Gleichheit fiir quasi-gefaserte Klassen stehen mit
Theorem 4.20 und Lemma 4.21 bereit; es bleibt, anhand der geometrischen Toral-
zerlegung (Definition 3.14) zwei Fille zu unterscheiden.

Lemma 4.23. Ist N eine Graphenmannigfaltigkeit (Definition 3.15), so gilt fiir jedes
© € HY(N;R) die Gleichheit

deg® (7(2) (N, 4,0)) =zp5(p). 280
Beweis: Die ¢2-Alexander-Torsion ist in diesem Fall stiickweise monomial und die
Gleichheit folgt aus [3, Theorem 1.2] und [64]. O

Lemma 4.24. Enthilt die JSJ-Zerlegung von N mindestens ein hyperbolisches Stiick,
so gilt fiir jedes p € H(N;R) die Gleichheit

deg® (7(2)(N,<p)) =z5(p). 281
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Beweis: Da die JSJ-Zerlegung ein hyperbolisches Stiick enthalt, ist 7, (N) virtuell
RFRS nach Theorem 3.28 und wir erhalten auch durch den virtuellen Faserungssatz
(Theorem 3.28) eine endliche regulire Uberlagerung p : Ny — N mit H <, (N)
und d := [m;(N) : H], sodass p*o quasi-gefasert ist. Da Ny ebenfalls eine irredu-
zible 3-Mannigfaltigkeit mit residuell endlicher Fundamentalgruppe ist, liefert
Lemma 4.21 die Gleichheit

deg? (7@ (N, p*¢)) = 25, (p*9). 282
Damit folgt

deg"(r® (N, p)) 2 — - deg® (1 (N, ¢)")
- deg? (7 (N, p"))

-z, (P")

Ul Ul &l &+

d-zn(p)
283

= mN(QO)v
wobei
h, : Homogenitéat von degb,

hy : 7 (Ny,p*9) = 7 (N, )" nach Theorem 2.62,

hs : nach Lemma 4.21,

h, : Thurston-Norm-Multiplikativitdt nach Proposition 3.21.

O

Beweis von Theorem 4.22: Anhand der geometrischen Toralzerlegung (Defini-
tion 3.14) ist N entweder eine Graphenmannigfaltigkeit oder enthélt mindestens ein
hyperbolisches JSJ-Stiick. Im ersten Fall folgt die Behauptung aus Lemma 4.23, im
zweiten aus Lemma 4.24. O
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